Capitulo 3
Difusién

Un problema elemental en la teoria de probabilidades es el cldsico problema de la cami-
nata aleatoria. La solucién es la de una ecuacién de difusion; en la cual la probabilidad

de encontrar nuevamente a la particula en el sitio inicial (en d dimensiones) es

L (3.1)

P(t,r =rg) ~ o1

vl

Este comportamiento difusivo es de gran importancia en la fisica, pues aparece en nume-
rosas situaciones. Los ejemplos tipicos son la difusién de liquidos (la gota de tinta en el
vaso de agua), la difusién del calor, o la difusién asociada a la conductividad eléctrica.
Para todos estos casos se han desarrollado aproximaciones semicldsicas que, contenien-
do principalmente elementos de la descripcién cudntica, apelan a suposiciones sobre la
manera en que actia el ambiente o las componentes del problema que no se pueden re-
solver (dindmica de muchos cuerpos, colisiones eldsticas e ineldsticas, etc.). Una de las
descripciones mds importantes es la ecuacién de Boltzmann. La principal aproximacion
en esta descripcién es lo que Boltzmann llamé la Stosszahlansatz, y es que después de
cada colisién la particula pierde toda memoria de su evolucién anterior. Esto, mas la
suposicién de que existe un tiempo medio entre colisiones (o un camino libre medio) y la

inclusién de la Regla de Oro de Fermi como ley para el decaimiento hacia el estado de
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equilibrio, lleva a una ecuaciéon que describe exitosamente muchos sistemas en la fisica
actual. Sin embargo, como toda aproximacién semiclésica, existen sistemas donde la
ecuacion falla en describir la dindmica. Generalmente, la falla se debe a la no inclusiéon
de efectos de interferencia cudntica en la descripciéon. Ejemplos tipicos de esto son el
efecto Aharanov-Bhom, o el efecto Hall cudntico.

Como antes, buscaremos un sistema soluble exactamente que muestre, al menos para
cierto intervalo, una dindmica aproximable por la difusiva. Para esto necesitaremos revi-

sar conceptos que nos permitan modelar el efecto de impurezas, colisiones y decoherencia.

3.1 Desorden y Localizacién

Los modelos de materiales idealmente ordenados tienen soluciones relativamente simples.
Debido a la simetria translacional, los estados que describen a los objetos cudnticos (elec-
trones, fonones, espines) son del tipo de Bloch. Estos objetos gozan de la propiedad de
moverse a lo largo de todo el sistema. En la realidad, estos sistemas ideales no existen.
Las imperfecciones tipicas tales como impurezas, dislocaciones, vacancias, etc., pueden
llegar a pasar desapercibidas dentro del error experimental, siempre y cuando la con-
centracién de las mismas sea pequena. De todas maneras, las soluciones con simetria
traslacional sélo pueden servir como una primera aproximacion a la descripcion del sis-
tema; aunque la concentracién sea pequena las imperfecciones pueden tener algin tipo
de efecto global en el sistema. Sin embargo si la concentracién deja de ser pequena, es
necesario abandonar las viejas soluciones y comenzar con un nuevo modelo desde cero.
Existen muchas maneras de introducir cambios simples en la descripciéon de un ma-
terial ideal para que representar las imperfecciones. Como ejemplos, se puede perturbar
las posiciones de los dtomos de una red, se puede cambiar la cantidad de vecinos de cada
atomo, disponer dtomos de diferentes tipos en posiciones al azar (para aleaciones), se
puede alterar los elementos de acople de los dtomos de la red, etc. Todos estos reciben el

nombre de modelos de desorden, y van acompanados tipicamente de una variable W que
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mide el grado de este desorden. Quizd uno de los modelos més simples es el modelo de
desorden de Anderson, en el cual se toma un Hamiltoniano tight binding y se fija la ener-

gia de cada sitio de la red al azar en un intervalo [—E K] . Este modelo, originalmente
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propuesto para la difusién de espines, ha sido exitosamente aplicado a diferentes dreas de
la fisica, en particular a la que nos interesa aqui que es la de transporte. Es en esta drea
donde aparece un fenémeno intrinsecamente ondulatorio provocado por el desorden que
tiene implicaciones muy importantes: la localizacion[KM93]. Recordemos de mecénica
cudntica elemental las soluciones para un pozo finito de potencial. Para energias mayores
a las del limite del pozo, el espectro de energfa es continuo y las funciones de onda son
ondas planas extendidas en todo el espacio. Sin embargo, para energias menores a la
del pozo, el espectro es discreto y las autofunciones decaen exponencialmente més alla
de la frontera del pozo. Esto es lo que se interpreta como que la funcién de onda esta
localizada en una regién del espacio.

Cuando uno tiene un sistema cudntico suficientemente desordenado, se dice que la

funcién de onda estd localizada cuando su amplitud decrece exponencialmente con la

distancia, y el exponente con el que decrece se define como

v= lim —

dm ‘ﬁ‘ In (¢*(R>¢(R>) . (3.2)

Pensemos en un sistema unidimensional para definir algunos conceptos. Si tenemos
una cadena discreta con una constante a es posible escribir la ecuacién de Schrodinger

como diferencias finitas

h2

[z +a) = 2¢(z) + P(z — a)] + U(x)P(z) = Ep(z) (3.3)

2ma?

Si llamamos

u, = P(z), (3.5)



Vo= - 2ma?’ (3.6)
e = E-2V,y (3.7)
E, = U(x), (3.8)

entonces podemos escribir la ecuacién de Schrodinger como

~Vp1 + Epuy — Vg, 1 = euy,. (3.9)

Resolviendo para u,1 encontramos una ecuacién de recurrencia

e—F,
1%

Up, — Un—1, (310)

Unp+1 = —
que puede escribirse matricialmente como

Un, —=E
= v =P, . (3.11)

Unp, 1 0 Up—1 Un—1

P, es la llamada matriz de promocion a través del sitio n. Asi podemos escribir

Un+1 Uy Uy
=P,P, P, 5 - PPy =P . (3.12)

Unp, Ug Ug
De esta manera podemos poner una condicién inicial en los sitios 0 y 1 y mediante las
matrices de promocion ver cual es la amplitud a cualquier distancia arbitraria. Para un

sistema de largo L con estas condiciones iniciales definimos la funcién de Green desde el

sitio 1 al sitio L como

Guie) = (o)) = Y MelEelalee) (313)

donde con « se numeran los autoestados. Si la amplitud de estos decae con la distancia
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exponencialmente,

_L-L¢ _Le
ur(ea) ~e 5 u(ey) =€ &, (3.14)

con lo que
Gin(e) ~ e %, (3.15)

con el menor exponente £ para el estado « tal que € =~ ¢,. Se llama a & la longitud
de localizacién del sistema. Si suponemos que el sistema es ordenado (E, = Ey Vn), y

buscamos los autovalores de (AL — P),

+ _ iv_i _ _ 2 _ 2
X =T = [(g Eo) £ /(e — B2 —4v2]. (3.16)

Si |e — Ep| > 2|V| (banda de estados permitidos) 7 es complejo, en el caso contrario
es real. Notemos que la matriz P es simpléctica, es decir det P = A™A™ = 1. Los

autovectores son

e% e_%
+ 1 - __1
u = 2senh oy u = v2senh ~ 5 ' (317)
e 2 €2

Podemos entonces encontrar el exponente de localizacién como (para una condicién

inicial general)

) 1
¥ = 21_{20 i In H(PLPLfl tee ].:)1)+ (PLPL,1 tee Pl)” 5 (318)
L 2

1 e7 0
= lim —1In||S S, 3.19
L—oo 21, g 0 672,Y ( )

1 62L’y 0

= lim —1In||S S| (3.20)

L—oo 2L 0 e 2Lv

donde S es la matriz que diagonaliza a P. Esto es vélido para cualquier condicién inicial

excepto un conjunto de medida nula que son los autovectores del sistema. Alternativa-
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mente, si elejimos un estado inicial cualquiera u' = aug + u1b, el estado uy, serd

up, >~ " (utu’)y + e (uT|u'), (3.21)
por lo que podemos definir
v = lim iln”u2 +u? H (3.22)
Lo 2L L L—1]]>» .

siendo esta ultima la definicién mds préactica para efectuar cédlculos numéricos. ~ es
llamado también exponente de Lyapunov, y se relaciona con la longitud de localizacion &
del sistema como

¢==. (3.23)

Encontramos que la matriz de promocion se hace exponencialmente grande con el
tamanio del sistema. Esto estd directamente relacionado por (3.13) con que la funcién
de Green sea exponencialmente chica, y esto es lo que indica la presencia de estados
exponencialmente localizados. Gracias a la relacién entre la funcién de Green y la matriz

de promocién es posible definir también la longitud de localizacién como

11
£= ng]goﬁln|G1L(€)|2. (3.24)

La longitud de localizacién también se puede estudiar mediante propiedades espec-
trales del sistema,
1 +oo
E(E) = No(E)Inl|e — E| dE, (3.25)
con Ny(F) la densidad de estados para la energia E.
El método de la matriz de promocién es facilmente escalable a sistemas cuasi unidi-

mensionales (por ejemplo, un sistema de tamano Lo x L3 X L, con L > Ly 3, hablamos
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de capas de tamano L, x L3). La matriz de promocién entre capas pasa a ser

P, — (eI-E) V™ —I | (3.26)
I 0

donde ahora E;, es una matriz de tamano M x M que contiene las autoenergias y los
elementos de acople de los sitios de la capa L, y V es otra matriz que contiene los
elementos de transicién de una capa a la siguiente. Estos sistemas son titiles porque se
los puede pensar de manera tal que un autoestado de una capa se mezcla solamente con
el mismo autoestado de la capa siguiente, lo que da como resultado un sistema con M?

cadenas lineales independientes, llamadas canales.
Si ahora volvemos incluir desorden en la autoenergias de cada sitio, el producto de
matrices transferencia cumple con el teorema de Osedelec[Ose68], que afirma que existe

una matriz asintética

L

I = Lhm (PLPL)QL (327)
con autovalores €™ eTM-1 . N V-1 .e’-M (con V= —7,]-). Estos 2M autovalores,

dos por cada canal (o sea, modo transversal de la capa), son los exponentes caracteris-
ticos de Lyapunov para el sistema, y el menor de ellos es la inversa de la longitud de
localizacion.

Para el cdlculo numérico de la longitud de localizaciéon en un sistema de varios canales,
hay que sortear la dificultad de encontrar el menor exponente de Lyapunov cuando la
matriz transferencia diverge como el mayor de ellos. La manera de lograrlo es tomar las

2M condiciones iniciales en los vectores

|Ak> = (ullc7u12€7"':uljc\/lvuljc\/[-lrh“':ugj\f)? (328)

k= M,M-—1,..1,-1,-2, ..., —M.

y aplicar la matriz promocion a ellas. Para cada nueva iteracién nuevos vectores ‘Ak>

son obtenidos. Para obtener la base ortogonal correspondiente a los autovalores con los
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exponentes de Lyapunov, el algoritmo requiere de vez en cuando una redefinicién de los
vectores A A’f

|AF) — |AF) — ; <A]||Aj A7), (3.29)
que es sacar del vector k£ la componente de todos los vectores correspondientes a los
exponentes de Lyapunov mds grandes que 7,. Después de la L-ésima operacién los
vectores ’A’(“L)> se aproximardan a los autoestados del teorema de Osedelc y cada exponente

de Lyapunov es

el minimo exponente asociado con la longitud de localizacion es el que corresponde a

k=1

3.2 Camino Libre Medio

Clasicamente se define el camino libre medio ¢ como la distancia promedio en la cual
una particula tiene una colisién con una impureza. La ecuacién de difusién relaciona el
camino libre medio segiin

? =2Dr, (3.31)

donde 7 es el tiempo medio entre colisiones y D es la constante de difusién del sistema. La
visién clasica de este fenémeno puede ser extendida a la cudntica como aquella distancia
en la cual la funcién de onda ha sufrido colisiones que le han hecho perder la coherencia
de fase.

Se puede realizar una conexion entre el camino libre medio y la longitud de localizacién
para sistemas cuasi-unidimensionales a través de la conductividad de los mismos. Esta
deduccién es debida a Thouless [Tho77]. Supongamos un alambre de largo L mucho
mayor a su seccién A. A temperaturas lo suficientemente bajas como para disminuir el
efecto de decoherencia debido a los fonones, la longitud de localizacién & sera el largo

del sistema L. para el cual la resistencia unidimensional (h/e?) sea del orden 1. La
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conductividad estdndar para un gas de electrones

TL627'

= 3.32
o= (332)

con n la cantidad de electrones por unidad de volimen hasta la energia de Fermi, 7 el

kg
VR )

tiempo medio entre colisiones y m la masa del electron. Reemplazamos m = con

kr el nimero de onda de un electrén en la superficie de Fermi y la velocidad de Fermi
VT — 67
e? nl

Tomando la cantidad de electrones (sin contar la degeneracién de spin)

n b (3.34)
-~ 6m?’ ’
e igualando ahora
e A e2nlA e kR LA
B L Wkl R L (3.35)
y despejando para L obtenemos
7 [ k?
=L==(=<£4)c :
e-1-7 (%) (3.36)

La parte que estd entre paréntesis puede interpretarse como la cantidad de canales habi-
litados M, del sistema, ya que es la cantidad de medias ondas que entran en la seccién

del alambre
A B k%

(3

Esta relaciéon de proporcionalidad, & ~ M,¢, ha sido encontrada también mediante

a =

(3.37)

w2

la teoria de modelos o no-lineales ([PZIS90], [EL83|, [Dor83]). Es interesante notar la
arbitrariedad del coeficiente en esta relacién. Para la cuenta realizada més arriba en tres
dimensiones, este factor es 7/3, si la hubieramos hecho para dos dimensiones el factor

serfa 7m/2. M4s atn, el requerimiento de que la resistencia sea del orden de la unidad es
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también arbitrario. Mediante argumentos fisicos es posible requerir que la resistencia sea
del orden 1/2, con lo que los factores se duplican. Todo esto enfatiza la necesidad de una
buisqueda numérica del factor.

Podemos calcular el camino libre medio de electrones en un sistema unidimensional
semicldsicamente mediante la regla de Oro de Fermi. Definiendo el camino libre medio

CcOomo

0= TUp (3.38)

con 7 el tiempo medio entre colisiones y vr la velocidad de Fermi de los electrones. Para

el sistema unidimensional vy se puede escribir como

10 2a c— Ey 2
= —_—_—— = — ‘/ 2 —
FTRek T h < 2 > ' (3:39)

El tiempo medio 7 se puede aproximar mediante la ROF. Supongamos un potencial
desordenado suficientemente débil como para que los estados de los electrones puedan

ser los estados de Bloch
ikna
e n) . (3.40)
/_ Z

Calculemos entonces el tiempo de decaimiento para un estado k,

. 2%2|<k,|(]|k>|25(5k’ — ex)- (3.41)

Tk

Reemplazando con 3.40 vemos que

(K'|U k) = NZZ kn=kKn') [0 6, —Ze b=k . (3.42)

Con esto
1 27T . ’ . AV
L S Y R B —a) 4
k k/ n ,),L/

Siendo F,, energias desordenadas no correlacionadas de esta doble suma sélo quedan los
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términos n = n’, con lo que

1
1 szEm—ek

Esta suma en k puede ser pasada a una integral en energia, por lo que queda la densidad
de estados finales posibles luego de una colisién. Al ser el sistema unidimensional esta
densidad de estados finales posibles es la mitad de la densidad de estados totales (porque

se supone dispersién hacia atrds). Con esto queda

1 2 N,
— (B (3.45)
Tk
Suponiendo que el potencial U(z) es un desorden del tipo de Anderson entre [—%, %}

pasamos el promedio en energia a una integral sobre la distribucién de probabilidad

(E?) = T / W (3.46)

con lo que

1 2T NO W 2
- -2 4
Tk h 2 12 (3:47)

Solo resta calcular la densidad de estados Ny(g). Si el sistema es una cadena unidimen-

sional, la funcién de Green nos dice que

No(e) = ! | (3.48)

2my V2 = (552)°

Recordamos que el tiempo que predice la ROF es la constante de decaimiento del cua-

drado de la funcién de onda, no la amplitud. Como nos interesa definir el camino libre

medio como la constante de decaimiento de la funcién de onda de un electrén, debemos
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tomar el doble del tiempo de (3.45a).Poniendo todo esto en (3.38), obtenemos

24 (4v2 = (=2)°)

! =a 2

(3.49)

Este resultado es idéntico al obtenido para la longitud de localizacién para un sistema
unidimensional en [TTB] y [Tho73]. Partiendo de la ecuacién (3.25) e integrando se pasa

a
Re/ dx/ (z,2,F) — Gz, z,E). (3.50)

Esta ecuacion se puede expandir perturbativamente como vimos de la ecuacién de Dyson,

1 1
) _zRe/ d:v/ d:cl/ (x, 21, E)Vi(21)G° (1, %, E)dE

1

—zRe/ d:c/ dxl/ da:Q/ GOz, 21, E)Vi(21)G (21, 22, E) X
E)d

Vi(22)G(22, 2, (3.51)

Si escribimos la funcién de Green como (3.13) y utilizando que las autofunciones son

ortogonales es facil demostrar que
GGO E)
(=2, / Gz, z1, B)GO (1, 2, E)dx; . (3.52)

Aplicando esto a (3.51) se llega a

1 1 L
@ = _ZRG/ dz,G° (x1, 21, EYVi(21)
——Re/ d:vl/ dl‘g/ (xo, 1, E Vl(xl)GO(:vl,xg,E) X
‘/i(iﬁg)G (1:271‘17 (353)

Una manera de escribir la funcién de Green para los estados de Bloch de un sistema
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_m (@)Yt (z)
ih2 Im (Y (21)Y" (22))’

donde la velocidad de la particula es v = (h/m)Im (¢'(z1)¥*(x2)). Reemplazando con

G0(£L‘1,£L‘2,E) (354)

esto en (3.53) llegamos a

2

1 m?

£6) 212 [Im (¢ (21)0" (22))]° L

Como la densidad de estados del sistema es L/27hv, tenemos en la expresién la
velocidad multiplicada por una expresiéon que es idéntica a la de la Regla de Oro de
Fermi, es un tiempo de decaimiento del estado v a 1™ (choque con salida hacia atras).
Con esto

§(e) = 2v7. (3.56)

Calculando estas cantidades como antes se llega a la igualdad del camino libre me-

dio (3.49) con la longitud de localizacién. Con esta férmula £(0) = 9$V—V22. Resultados

numéricos ([CKMS81], [Pic86]) encuentran que

105V2
60) = =7

(3.57)

, esta diferencia es debida a anomalias en el centro de la banda ([KW81], [DG84],
[Lam84]).
Mediante la Regla de Oro de Fermi se puede definir la funcién de Green para un

estado k de un sistema desordenado [AGD63]

1

<Gkk(€)> = e — E —l—i/27’k

(3.58)

donde () significa promedio sobre ensemble. Con la transformada de Fourier de esta

funcién es posible calcular la funciéon de Green media para una muestra de tamano L,
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(G(1,L)) = / (Gn(e)) e = GO(1, L)e™ 2, (3.59)

o
con GV la funcién de Green para el sistema ordenado. Esta ecuacién quiere decir que el
promedio sobre ensemble de la funcién de Green en un sistema desordenado de largo L
es igual a la funcién de Green del sistema ordenado atenuado por una exponencial con
el camino libre medio como longitud caracteristica. Si uno piensa en la funcién de Green
como propagador, con un modo del sistema ordenado que entra en la muestra por la
izquierda, la amplitud de probabilidad de que salga el mismo modo por la derecha esta
atenuada exponencialmente con el camino libre medio; que en este caso serfa la distancia
tipica que recorre el modo entrante antes de sufrir una colisién que lo lleve a otro modo
(canal) y estd asociada a un tiempo de vida medio entre cada colisién..

Veamos ahora como es posible evaluar la funcién de Green numéricamente.Pensemos
en un sistema desordenado de largo L con M canales (o sitios por capa). Este sistema
representa una muestra en la cual vamos a realizar mediciones. Lo que queremos calcular
es la funcién de Green exacta para la muestra, y esto es posible gracias a una decimacion
[LPD90] de es basicamente reemplazar todos las capas intermedias del sistema por un
Hamiltoniano efectivo entre dos capas. Para ejemplificar esto, supongamos primero un
sistema de tres sitios con energias E, Fy y E3 respectivamente. Escribiendo la ecuacion

de Schrodinger matricial (€I — H)u = 0 como un conjunto de ecuaciones,

(6 - El)ul - ‘/12712 =0 (360)
—‘/2111,1 + (6 — Eg)’u,g — ‘/2311,3 =0 (361)
—Vaous + (6 — E3)uz = 0. (3.62)

Despejando us de 3.61 y sustituyendo en 3.60 y 3.62, llegamos a un sistema efectivo de

dos sitios

(5 — E1 — Al)U1 — ‘_/13U3 =0 (363)
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‘731U1 — (5 — E3 — Ag)Ug = 0, (364)

con

1
A = :

1 ‘/126 o) Vo (3.65)

1
Ay = V; V 3.66
3 Erae (3.66)

_ 1
Vis = W Vas. 3.67
13 Erat (3.67)

De aqui es facil imaginar que aplicando recursivamente esta férmula se puede decimar
sistemas de considerable tamano y complejidad, llevdndolos a dos sitios con energias
y acoples efectivos que representan todo lo que habia en el medio. También es simple
efectuar decimaciones para sistemas cuasi-unidimensionales, reemplazando las constantes
por las matrices correspondientes.

Una vez realizado el esquema de decimacién para toda la muestra es necesario calcular
la funcién de Green de este sistema para cada canal o modo transversal existente en
el mismo. Esto se logra conectando los extremos de la muestra a alambres infinitos
y ordenados. El sistema completo quedarfa como un sistema ordenado para las capas
menores a 0 y mayores a L, con la muestra en el centro. Estos alambres son el contacto con
reservorios que absorben o emiten los electrones necesarios para que ocurra el transporte
en el estado estacionario del sistema. Como calculamos en el capitulo anterior, estos
alambres tienen una energia con un aparte real Ay r y una imaginaria I'r g (L y R
representan el lead izquierdo y el derecho respectivamente). Estas tltimas tienen que ver
con la velocidad a la que los estados escapan del sistema (Regla de Oro de Fermi).

En el proceso de decimacion conectar los alambres a la muestra implica corregir con
la energia ¥ = A — iI' la autonergia del primer y ultimo sitios. Numéricamente, los
alambres tienen la ventaja de que al ser ordenados, es posible calcular analiticamente
los modos transversales para cada capa, y por lo tanto es posible calcular (haciendo los

cambios de base correspondientes) la correcién a la energia de cada sitio de los bordes de
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la muestra. Con el Hamiltoniano efectivo completo (incluyendo la decimacién de todo
el sistema desordenado mas la correccién a la energia por los alambres), es posible el
calculo de la funcién de Green completa mediante la inversién de una matriz de tamano
2M x 2M (con M la cantidad de canales).

En la teorfa de la conductividad de Landauer [Lan70], esta es proporcional a la trans-
mitancia total T del sistema calculada cudnticamente. La funcién de Green es de gran

importancia porque se puede demostrar que [Pas92]
T(e) = Tr (2T (e)GLr(e)2Tr(e) G (€)) (3.68)

donde ¢ es la energfa de Fermi en el sistema. Efectuando los cambios de base correspon-
dientes se puede calcular la transmitancia de un canal hasta el otro lado de la muestra

Ccomo

erk ) |G (€)] 2T (&) (3.69)

k=1
Numéricamente, se calculé un promedio sobre realizaciones de desorden para la fun-
cién de Green mediante el método recientemente explicado. Se efectué el cdlculo de la

constante de atenuacién de (3.59) para cada canal k, que llamaremos ¢*(¢), mediante

& L
K (M E
NG

(3.70)

Con estos definimos un promedio ¢, () sobre los canales abiertos para esa energial

Mo

= e 3.71

> 1)
k=1

Con M,(e) la cantidad de canales abiertos a esa energfa. Esta constante resulta

distinta del camino libre medio ¢(¢) del sistema porque para pocos canales [Tho77] £(g) ~

! Con abierto queremos decir que esa energia cumple Ej, —2V < e < Ep+ 2V, o sea que la localizacién
es minima y, si el sistema es ordenado, los autoestados serfan extendidos.
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M,(e)l(e), y entonces la longitud de localizacién puede ser del orden del camino libre

medio. Lo que estamos afirmando es que la funcién de Green cumple
(G(0,L)) = G°(0, L)e €e %, (3.72)

o sea que la atenuacién exponencial de la funcién de Green puede ser aproximada con
descripciones semiclésicas como la Regla de Oro de Fermi (camino libre medio ¢), pero
no predice efectos de interferencia cudntica como la localizacién £ de la funcién de onda.

La longitud ¢, (camino libre medio observado numéricamente) es tal que

(G(0,L)) = G0, L)e 75, (3.73)

Gl=0" %gl. (3.74)

Para encontrar el camino libre medio predicho por la Regla de Oro de Fermi basta con

reemplazar la longitud de localizacién para obtener

M, +1 M, +1 <=
Ue) = ——lole) = =15 > lhe). (3.75)
a a k=1

Tenemos ahora todas las herramientas para buscar un Hamiltoniano modelo que mues-

tre comportamiento difusivo. Es necesario un andlisis conjunto de todas las variables.

3.3 Busqueda del modelo

Sabemos, gracias a todos los estudios presentados previamente, que un posible modelo
para las colisiones con impurezas es el modelo de Hamiltoniano tight binding con desorden
en las energias de sitio. Pero vimos anteriormente que este desorden tiene un efecto que
no existe en la teoria clasica de particulas colisionando: la localizaciéon. Este efecto

es exclusivamente un efecto de la interferencia de las ondas con que se describe a las

52



particulas en mecédnica cudntica.

Nuestro objetivo es claro: debemos encontrar un sistema en donde el efecto de loca-
lizacién no empane la dindmica provocada por las impurezas (desorden) en el sistema, y
a la vez que no confine a las funciones de onda a tamanos menores que los del sistema.

Cuantitativamente, estos limites se pueden escribir como
(< LK€ (3.76)

Podemos clasificar en cuatro los regimenes de transporte para sistemas con desorden

de Anderson en orden de desorden decreciente:

e Régimen fuertemente localizado: Este es cuando la longitud de localizacién es me-

nor al tamano del sistema (£ < L);

e Régimen difusivo: Cuando la longitud de localizacién es més grande que L pero el

camino libre medio ¢ es menor a L (¢ < L < §);

e Régimen balistico: Cuando el camino libre medio ¢ es mayor a L, y la mezcla de
los estados por el desorden es mayor al espaciado medio de niveles (1 < % < prL,

con pr el momento de Fermi); y

e Limite limpio: Cuando la perturbacién a la energia de cada estado es menor a la

separacién media de niveles A (% > prl).

El segundo régimen, el difusivo, deja de lado inmediatamente a los sistemas estricta-
mente unidimensionales, en los que ¢ = £. Debemos pasar a sistemas cuasi-unidimensionales.
El Hamiltoniano bésico que proponemos es un Hamiltoniano tight binding a primeros ve-

cinos de capas de M sitios| CPUM9S|

L
H =Y "Enn) (n|+ Vans[n) (n+ 1+ Vaiinn+1) (0], (3.77)

n=1
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Figura™3-1: De arriba hacia abajo, esquemas de los tres modelos hamiltonianos utiliza-
dos: cinta, Cilindro y Estrella

donde |n) es un vector de dimensién M y E, V son matrices de dimensién M x M. |n)
representa el estado localizado en la capa n.

Las tres variantes estudiadas estdn representados en la figura 3-1.

En todas estas variantes se tomo6 V,, .11 = V,,41, = VI, con condiciones de contorno
periddicas en el largo. La primera variante es una red cuadrada de ancho L» y largo L, a la
que llamaremos cinta. El segundo, es la misma cinta pero con condiciones periédicas de
contorno en el ancho. Lo llamaremos cilindro. El tltimo (y novedoso) es un sistema de
largo L y donde cada capa tiene L, sitios que estdn acoplados todos con todos entre si con
una constante de acople \/% A este sistema lo llamaremos estrella. Las autoenergias
de los sitios en todos los modelos se tomaron de una distribuciéon cuadrada de ancho
[—W/2,W/2]. Las propiedades se hardn evidentes cuando efectuemos un analisis espectral
de los tres sistemas.

Noétese que en todos los casos la cantidad de canales M es igual a la cantidad de sitios
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en cada capa Lo, por lo que usaremos indistintamente las dos cantidades.

3.3.1 Propiedades espectrales

Es interesante el estudio del espectro de los sistemas propuestos para un entendimiento
acabado de cada uno de ellos. Primeramente veremos la densidad de estados de los
sistemas y su relacién con los canales (modos transversales), luego un pequeno estudio
sobre la distribucién de diferencias de energia entre niveles consecutivos.

Para calcular las autoenergfas en un sistema ordenado se puede utilizar la férmula de

Bloch
T8

Ek = EO - Z anei(n—j)ka7 con k = m

j#n

 ys=1,2..N. (3.78)

En el sistema de la cinta y en el cilindro las energias son

Ey = Ey — 2V coska (3.79)

resultado tipico de la aproximacién tight binding a primeros vecinos. Aplicando esto a
cada capa con L, sitios resulta que las energias de cada modo transversal se encuentran
separadas. Cada modo transversal da lugar a diferentes canales unidimensionales de
conduccién, y la energia de cada uno de esos canales estard centrada en la energia del

modo transversal correspondiente. La energia de cada estado k para el canal « serd

E, = E,—2V,coska (3.80)
= FEy— 2V, cosna — 2V coska, (3.81)
con
o= a(MW—l—i—l)’ yli=12..M
para la cinta y
n:j—ﬂ, yl=0,1,2,...M—1

95



N, (€)

Figura™3-2: Densidad de estados por canal para una cinta con M = 5. Se puede apreciar
que la forma general es una densidad de estados para una cadena unidimensional en cada
una de las cinco energias de los modos transversales de la cinta. Cada color representa
un canal diferente. La densidad de estados total serd la suma de las individuales.

para el cilindro (esto es por las diferentes condiciones de contorno). La densidad de
estados serd tipicamente lo que se puede observar en la figura 3-2.

Como la conduccién a través de una cadena unidimensional sélo se puede dar cuando
la energfa estd dentro de la banda de estados extendidos, llamaremos a cada canal como
abierto o habilitado cuando la energia se encuentre en la zona de conduccién de cada
canal. Esto nos hace observar que tanto en la cinta como en el cilindro sélo en una
pequena parte del espectro se encuentran todos los canales habilitados (cerca del centro
de la banda), y en el resto sélo una parte de ellos. Esto tiene consecuencias importantes
en el estudio de la conductividad de estos sistemas; en el caso ordenado por ejemplo
la conductividad es una funcién constante de a trozos. En cada parte su valor es el
niimero de canales habilitados por la unidad de conductividad e?/h (figura 3-3, calculada
mediante métodos que se explicardn en el préximo capitulo y en [DP90)).

La total conectividad de cada capa en el modelo de la estrella tiene un efecto dréstico
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Figura™3-3: Conductividad en funcién de la energia para una cinta con M =5y W =
0. Nétese (comparando con el grifico anterior) como la conductividad cambia por una
unidad cada vez que se habilita o cierra un canal.

en las energias de cada modo transversal calculadas con (3.78):

M—1

== ,sin=20 o217l
E,=| VM cconn=""y1=01,..,L—1. (3.82)
—ﬁ ,sin#0 alL

Esto tiene como consecuencia en la densidad de estados que existe un gran rango de
energia en el que todos menos un canales estdn habilitados, y el otro se separa del resto
cuando M se hace més grande. Este sistema es interesante por este hecho, ya que el
tener la mayorfa de los canales abiertos en la mayor parte del espectro, puede colaborar
a aumentar la longitud de localizacién. La idea subyacente en esto es que cuando un
electrén colisiona y pasa a otro canal, mientras méas de estos estén disponibles menos
posibilidades habréd de generar la interferencia que causa la localizacién. Esto lo hace el

sistema maés interesante a estudiar.

57



120

100
80 +
60
— &
40 — 20
——— 24 W (4V7)
20+
0 T T ' |
-2 0 2

Figura™3-4: Comparacién entre el camino libre medio calculado y la longitud de lo-
calizacion calculados numéricamente con la prediccién tedrica de 7?7 para una cadena
unidimensional con desorden W = 1..

3.3.2 Camino libre medio y longitud de localizacién

Para el cédlculo numérico del camino libre medio y la longitud de localizacién de los siste-
mas se utilizaron los métodos explicados anteriormente. Se puede observar los resultados
obtenidos en las figuras 3-4, 3-5, 3-6, 3-7 y 3-8.

Es muy bueno el ajuste encontrado para la ley £(e) ~ M, (g)¢(¢) para los modelos de
la cinta, el cilindro y la estrella. Resulta de los gréaficos que el factor de proporcionalidad
es de orden 1.

Para el sistema unidimensional (figura 3-4) el valor obtenido de longitud de localiza-

cién es indistinguible del encontrado numéricamente por otros autores (ecuacién (3.57)).
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Figura™3-5: Comparacién entre el camino libre medio calculado y la longitud de locali-
zacion calculados numéricamente para una cinta de ancho Ly =3 y W = 1. También se
incluye el resultado de 2M,(g)¢(¢), que debe ser igual a la longitud de localizacién.

Es notable en los graficos el efecto de los bordes de las bandas asociadas a cada canal.
Aunque el método de cédlculo es robusto pese a las divergencias de la funcién de Green
en esos puntos, se producen discontinuidades tanto en el camino libre medio ¢ como en
la longitud de localizacion &.

Se comprobé numéricamente la dependencia ¢ ~ % ,y la misma dependencia de &
para todos los sistemas. Se estudié la dependencia de la longitud de localizacién en funcién
del ancho de la capa M. En [KM93] se encuentra que la longitud de localizacién de las
cintas crece segiin aumenta el ancho de la capa. Sin embargo, dependiendo del desorden
&(M) puede tender a un valor asimptdtico o continuar creciendo indefinidamente. Se

dice que para desordenes mayores a un desorden critico W, la longitud de localizacion
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Figura™3-6: Comparacién entre el camino libre medio calculado y la longitud de locali-
zacion calculados numéricamente para una cinta de ancho Ly = 4y W = 1. También
se incluye el resultado de 2M,(g)¢(e), que debe ser igual a la longitud de localizacién.
Notesé como el camino libre medio disminuye con el solapamiento de las bandas.
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Figura™3-7: Comparacién entre 2M,(¢)l(e) y la longitud de localizacién calculados nu-
méricamente para una cinta de ancho Ly = 6 y W = 1. Aunque el ajuste sigue siendo
bueno, el aumento en la cantidad de bandas provoca discontinuidades marcadas en el
célculo de ambas cantidades.

tiende siempre a un valor asintético, los estados son siempre localizados y el sistema es
un aislante. Para desordenes menores a W, la longitud de localizacién siempre crece con
el ancho del sistema, los estados son extendidos y se dice que el sistema es un conductor.
El pasaje de aislante a conductor mediante el incremento del desorden (por ejemplo con
temperatura) se llama transicién de Anderson. Se pudo ver en el sistema estrella aqui
estudiado que la longitud de localizacién crece como v M, y que para desordenes muy
fuertes la longitud de localizacién es una constante para cada desorden. Sin embargo, no
se estudié la ubicacion del punto de transicion.

Otro aspecto destacable de los resultados es el hecho de que tanto el camino libre
medio como la longitud de localizacién en el sistema estrella para el canal aislado (alejado

en energia) son mucho més grandes que para la zona donde el resto de los canales estén
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Figura™3-8: Comparacién entre el camino libre medio calculado y la longitud de locali-
zacion calculados numéricamente para la estrella de ancho L, = 10 y W = 1. También
se incluye el resultado de 2M,(¢)l(e), que debe ser igual a la longitud de localizacion.
Notesé como el camino libre medio (y la longitud de localizacién) son mucho menores a
los de la cinta y el cilindro. Tanto £ como £ para el canal separado en energia (no incluido
en el grafico) son mucho mayores a los de los canales degenerados en energia.

habilitados.

Después de estos andlisis no se puede elegir alguno de los sistemas por la relacién entre
camino libre medio y longitud de localizacién. En todos permanece constante la relacion
& ~ 2M/, contrariando nuestra suposiciéon de que una mayor conectividad en la capa
darfa al sistema estrella una longitud de localizacién més grande. Si parece conveniente
este sistema porque es equivalente a un sistema unidimensional con la relaciéon entre
la longitud de localizacién y el camino libre medio cambiada. Al tener M — 1 canales

unidimensionales superpuestos las magnitudes fisicas tienen la misma forma funcional
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con respecto a la energia que en el sistema unidimensional. Los bordes de banda y la
cantidad de canales habilitados variando con la energia de los otros sistemas pueden tener

efectos no previstos en la dindmica.

3.4 Dinamica

Para el estudio de la dindmica de los sistemas se aplicé el mismo método que en el capitulo
anterior, respetando la bisqueda de soluciones exactas para la ecuacién de Schrodinger.
Se diagonaliz6 el Hamiltoniano entero y se calculé la evaluacién segin sus autovectores y
autovalores. Se modificé sin embargo la funcién de autocorrelacién calculada. Lo que nos
interesaba preguntar a este sistema es la probabilidad de volver a encontrar la particula
en la misma capa en que estaba inicialmente. Esto es un intento de independizarse
de la dindmica transversal a la direccién del alambre. Por todo esto, la funcién de

autocorrelacion a la capa estudiada es

M M
. _;Ht
Pi= 3P = |(iale it = 0))] . (3:83)
a=1 a=1

donde (i, o es la autofuncién (en la base de sitio) del sitio a en la capa i. La funcién de
onda inicial, por las mismas razones que las explicadas recientemente, no se tomé como
una probabilidad 1 en un sitio determinado, sino como una mezcla al azar de sitios de
una capa ¢. Estas consideraciones son ttiles para el cdlculo numérico de sistemas finitos,
sin embargo a tiempo infinito la funcién de autocorrelacién de capa deberfa ser igual a
la de sitio.

Se promedi6 sobre diferentes realizaciones de desorden. Este promedio no afecta el
resultado obtenido para la funcién de autocorrelacion, sélo estd destinado a una mejor
apreciacién del grafico.Se calculé la dindmica para los sistemas estudiados para varios
desordenes y anchos de capa. Los resultados méas representativos son aquellos que se

muestran en las figuras 3-9 y 3-10.
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Figura™3-9: Funcién de autocorrelacién de la capa para el sistema estrella con tamano

Ly =12, L = 100 y 2 x 103 promedios, junto con sus respectivos ajustes con una ley de
potencias.
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Figura™3-10: Funcién de autocorrelacién de la capa para el sistema cilindro con tamano
Ly =12, L = 100 y 2 x 103 promedios, junto con sus respectivos ajustes con una ley de
potencias. Notar que los ajustes no son tan buenos como para la estrella, ya que localizan
antes. También, las constantes de difusiéon son un orden de magnitud mé&s grandes. La
dindmica para el sistema cinta es similar a la aqui mostrada.

Lo primero y més notable de los graficos es que después de un tiempo inicial la
dindmica del sistema sigue una ley de potencia. Esta ley no depende del ancho o del
largo del sistema. Lo remarcable es que el exponente de esta ley no es el esperado %, sino
que en todos los casos el ajuste resulta con el exponente % Decimos coeficiente esperado
por la ecuacién 3.1, ya que modelamos un sistema unidimensional con d = 1.

Este coeficiente 1/3 estd relacionado con el coeficiente 2/3 encontrado en [Imr81] y
[GAAS83]. La idea principal es que las funciones de onda involucradas en el sistema
tienen una dimensién distinta de la esperada, por ejemplo menor a 1. Esto serfa un
caso de lo que se denomina dimensién fractal, en la que las impurezas (en este caso el
desorden) ”perforan” la probabilidad de encontrar a la funcién de onda en ciertas partes

del espacio. Para que la dimensién sea distinta de la del espacio real es necesario que
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esta "perforacion” sea de manera fractal. Esto significa, rdpidamente, que la estructura a
gran escala de estas ”perforaciones” se repita a todas las escalas a las cuales observemos
el sistema.

La dindmica para tiempos cortos es similar a la encontrada en el capitulo anterior y
en [Usa95| para cadenas ordenadas (y a su vez, dindmica que dura un tiempo del orden
del tiempo de Debye).A tiempos largos, donde en el capitulo anterior se observaba un
eco mesoscépico, el desorden ha provocado que la funcién de autocorrelacién se estabilice
alrededor de una constante, lo que implica una localizacién de la funcién de onda. Se
observé que la constante de difusién D no dependia de la cantidad de canales M del
sistema y sf del desorden W.

En [Usa95] se estudia la diferencia entre la difusién cudntica en cadenas ordenadas
para el centro de una muestra y la superficie. Para el interior de la muestra el compor-

tamiento es

2Vt h
_ 72
Foo = s ( h ) v (3:84)
sin embargo para la superficie de la muestra
4 2Vt 1/ h\?
P.. = 2 (=) . .
(—2?)2‘]1 < h > B (w) (3:85)

Vemos que la difusién cudntica del centro sigue una ley de potencias mds rapida
que la difusién clédsica para una dimensién. La difusién superficial tiene incluso lo que
podria llamarse superdifusion cudntica, con una ley de potencias aun mayor. Este hecho
llevé a estudiar si algiin efecto de este tipo podria verse en los sistemas recientemente
estudiados. El resultado se puede ver en la figura 3-11.Claramente estos graficos no
manifiestan senales de superdifusion, ya que no sélo el exponente de la ley de potencias
es el mismo que para la difusion en el centro de la muestra, sino que inclusive el coeficiente
de difusion del sistema (relacionado con la ordenada de la recta que ajusta la dindmica
difusiva) es menor para la superficie, indicando entonces una menor difusién. Una de la

probables razones de este comportamiento puede ser la existencia de estados superficiales
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Figura™3-11: Comparacién de la evolucién de la funcién de autocorrelacion de la capa
para un estado superficial y otro en el centro de la muestra, para un tamano del sistema
Ly=12,L =100y W = 2.
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mads localizados que el resto.

Nuevamente mencionamos que es posible realizar conexiones entre las propiedades
dindmicas con las propiedades del espectro de los sistemas. Este tltimo es el usualmente
estudiado por ser de menor costo computacional. Comentaremos ahora algunas de estas
conexiones.

Es posible separar desde el estudio del espectro los cuatro regimenes para el transporte
mencionados anteriormente [CnR*98]. La manera de hacerlo es mediante el estudio de la
distribucién del espaciamiento normalizado s = de/A, con 6 = €;.1 —&; y A = (é¢) . Es
reconocido en la teorfa de matrices aleatorias ([Kre96], [BWP79], [SVP95]) que cuando
los niveles de energfa estédn correlacionados esta distribucién es la distribucién de Wigner-

Dyson
2
Pw(s) = = exp (—E) , (3.86)

lo que corresponde a los regimenes difusivos y balisticos. Para los otros dos no existe

correlacién entre niveles y la distribucién que se espera es la Poissoniana
Pp(s) = exp(—s). (3.87)

Para reconocer claramente entre ambas distribuciones basta con calcular la varianza de
s, 02 = (s2) — (s)*. Los valores de esta varianza son 1 y 0.286 para la distribucién de
Poisson y de Wigner-Dyson respectivamente. Los resultados para la varianza se pueden
ver en la figura 3-13 , donde claramente la distribucién es del tipo de Wigner-Dyson.
Para distinguir entre el régimen difusivo y el balistico es necesario el estudio de otra
variable, que es la fluctuacién en el niimero de niveles de energia en un ancho de energia
E. El estudio de esta variable es de excesivo costo computacional y no fué realizado en
este trabajo, queddandonos solamente con el estudio de la distribucién del espaciamiento
de energias. Para distinguir entre el régimen balistico y difusivo se estudié directamente

la relacion entre el camino libre medio y la localizacién de los sistemas.

Se puede observar en la figura 3-12 que para los canales degenerados de la estrella la
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Figura™3-12: Distribucién de probabilidad del espaciamiento de energia renormaliza-
do s para el sistema estrella con M = 10 y W = 3V. La forma cualitativa es la de
una distribucién de Wigner-Dyson, indicando que el sistema se encuentra en el régimen

difusivo-balistico.
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Figura™3-13: Varianza de las distribuciones de espaciamiento de niveles en funcién de la
energia para el sistema de la estrella con M = 10 y W = 2. En azul, la varianza de las
distribuciones de Poisson (1) y de Wigner-Dyson (0.286). Nétese que para las energfas
en que los canales son degenerados, la varianza es similar a la de Wigner-Dyson, mientras
que para el canal alejado en energfa la varianza es aproximadamente de Poisson.
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distribucién es de Wigner-Dyson, mientras que para el canal aislado es Poissoniana. Esta
diferencia se relaciona con la gran simetria del modo transversal asociado a ese canal, que
al tener igual amplitud en todos los sitios de la capa promedia el desorden a un desorden
efectivo menor. Esto es una justificacién de porque el camino libre medio resulta mucho
mayor para las energias correspondientes a este canal que las del resto.

Hemos visto en el capitulo anterior como el orden en el sistema genera espectro ho-
mogéneos (en amplitud y espaciado) que generan una difusién cudntica en donde la
interferencia constructiva genera grandes efectos puramente cudnticos. El desorden ge-
nera espectros con correlaciones complicadas entre los niveles, que llevan a nuevos efectos
como la difusién cldsica y eventualmente a la localizacién de los estados. Veremos en el
préximo capitulo como el agregado a estos modelos de un ambiente que produce relaja-
cién (equivalente a choques ineldsticos) puede imponer un nuevo orden en el espectro, a

una escala mucho mds pequena, y que consecuencias puede traer esto.
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