Capitulo 2
Decaimiento

En fisica tanto macroscépica como microscépica es muy comin encontrarse con com-
portamientos que pueden ser descriptos por una ley de relajacién exponencial. Como
ejemplos del 1iltimo se pueden citar el decaimiento de un &tomo, la pérdida de magneti-
zacién en un experimento de Resonancia Magnética, etcétera. Existe una aproximacion
semicldsica, de gran éxito experimental, que da cuenta de estos comportamientos, es la
conocida Regla de Oro de Fermi (ROF). Sin embargo, recientes experimentos han permi-
tido observar sistemas donde las aproximaciones necesarias para la ROF no son vilidas
([WBF*97], [PLU95], [MBSH"97]). Las interferencias cudnticas presentes en estos sis-
temas son el elemento clave que es imposible de describir mediante una aproximacién
semiclésica como la ROF. Estos experimentos justifican la bisqueda de sistemas modelo
lo suficientemente simples como para resolver su dindmica cudntica exactamente, pero
que conserven las propiedades que permiten que la ROF sea una buena aproximacién en

algin rango. En esta bisqueda se centra este capitulo.

2.1 La Regla de Oro de Fermi

Supongamos un estado aislado |s) acoplado a un bano (cuyos estados numeraremos como

|k)) . Utilizando teoria de perturbaciones, la primera correccién a la energia del estado



(2.1)

donde V es el pardametro de acople entre el estado |s) y el bano. Si hacemos la aproxima-
cién de que el espectro del bafio es continuo e infinito (aproximacién de banda ancha),

la correccion a la energia serd
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donde N(Ej) es la densidad de estados en el bano a la energia Ej y Vi, es el elemento de
matriz del operador V entre los estados |k) y |s) . Esta integral se puede realizar mediante
técnicas usuales en el andlisis matematico de variable compleja. Se suma una pequena
parte imaginaria 7 a las energfas, se integra sobre un contorno que no toque a los polos
del integrando, se utiliza el teorema de Cauchy y se toma el limite de n tendiendo a cero.
El resultado de esta operacion es:

AE, = / E| VksEO (Ep)dEy — i / N(E)|Vis|?6(Er — E)dEy.  (2.3)
Este resultado, matemdticamente exacto, tiene una gran implicancia en la dindmica del
sistema en consideraciéon. Una energia con una componente imaginaria hace que la proba-
bilidad de encontrar al sistema en el mismo estado inicial decaiga exponencialmente con
un tiempo caracteristico igual al doble de la inversa de la parte imaginaria de la energia
calculada en (2.3). Si llamamos a esta parte imaginaria I', tenemos que la funcién de

onda para un tiempo ¢ serd
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luego, la funcién de autocorrelaciéon
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donde 7 es el llamado tiempo de Fermi, y (2.6) es la Regla de Oro de Fermi. Resaltamos
ahora, porque serd 1til méds tarde, que el tiempo de Fermi es el tiempo de decaimiento
caracteristico de la probabilidad, no de la funcién de onda.

Sin embargo, una energfa imaginaria no puede ser una solucién para la ecuacién de
Schrodinger, dado que el Hamiltoniano es un operador hermitico y estos sélo pueden
tener autovalores reales. La energia imaginaria surgié por las aproximaciones realizadas
y por el método utilizado para el célculo. Todos los diferentes métodos para deducir la
ROF contienen alguna suposicién que lleva a una componente imaginaria de la energfa.
En este caso, el paso que nos saca del espacio de soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger
es el sumar in a la energia EY. Esto es equivalente a poner en contacto el sistema con
un ambiente que produce relajacién, lo que lleva a una evolucién no unitaria, o sea
probabilidad que se pierde de nuestra descripcion del sistema. Las aproximaciones de
continuidad e infinitud del espectro tienen otras implicaciones que serdn discutidas més
adelante.

Nuestra buisqueda se orienta ahora a encontrar un sistema Hamiltoniano simple que,

resuelto de manera exacta, muestre una dindmica que pueda describirse mediante la ROF.

2.2 C(Cadenas unidimensionales

El primer sistema con dindmica simple que podemos imaginar es un sistema cuéntico de
dos niveles con una interaccién V entre ellos. La ecuacién de Schrodinger correspondiente

al sistema,



Figura™2-1: Esquema de un sistema de dos sitios acoplados entre si.

9
Ho =il (2.7)

se puede escribir matricialmente de la siguiente manera
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donde F; y F, son las energias correspondientes al estado 1 y 2 respectivamente. Su-
pongamos ahora que el sistema en cuestién se puede representar como en la figura 2-1 |
donde hemos tomado V = Vi, = V51 v By = By = Es.

El sistema graficado puede interpretarse como dos sitios o valles de potencial para
una particula conectados por una barrera de potencial V', o como dos niicleos magnéticos
de spin 1/2 con interaccién V' a temperatura infinita con interaccién XY. Si ponemos
inicialmente en t; a la particula en el primer sitio (o el spin hacia arriba) y resolvemos
la ecuacién de movimiento, encontramos que la probabilidad de encontrar a la particula

nuevamente en el sitio (funcién de autocorrelacion) es

Pyi(t — ty) = cos? (@) , (2.9)

que corresponde a la figura 2-2.

Hagamos ahora crecer el tamano del sistema, suponiendo N dtomos o sitios a distancia
a entre ellos, con un potencial E, en cada sitio, conectados a primeros vecinos por un
término cinético V ~ h*/2ma? (en la aproximacién de tight binding). El Hamiltoniano

correspondiente a este sistema, escrito en el formalismo de los operadores creacién y
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Figura™2-2: Probabilidad de volver a encontrar la particula en el mismo sitio luego de
un tiempo t para el sistema de dos sitios. t estd expresado en unidades de %
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Figura™2-3: Esquema de una red unidimensional de V sitios o &tomos para una particula.

destruccion de particulas, es

N
H= Z Eociei +V (¢fcipr + ¢, (2.10)

i=1
y podemos representarlo mediante el esquema de la figura 2-3.

Suponiendo la particula en el sitio 1 a tiempo t, = 0, nos preguntamos por la pro-
babilidad de volver a encontrarla en el mismo sitio luego de un tiempo t. El resultado
que se obtiene es tipicamente lo que se observa en la figura 2-4. Nétese que siempre a un
tiempo proporcional a N (en unidades de i/V') la probabilidad resurge hasta un valor
considerablemente alto. Este resurgimiento es efecto del tamano finito del sistema, y se

lo denomina eco mesoscopico. Efectos mesoscépicos se observan en sistemas de tamano L

10



mds pequeno que la longitud de decoherencia {4 en el cual se supone vélida la aproxima-
cién del Hamiltoniano por (2.10). Esto permite que en estos sistemas se puedan observar
propiedades fisicas interesantes atribuibles a efectos de la interferencia cudntica.

El tiempo al cual ocurre el eco mesoscépico también se denomina tiempo de Heisen-
berg 7. Este tiempo es proporcional a la inversa de la frecuencia méas baja involucrada
en el sistema (diferencia de energias), y se puede dar una interpretacién cualitativa.
Considerémos un espectro suficientemente homogéneo como para que las diferencias de
energias sean multiplos de una minima Ae (como en un oscilador arménico). En un
tiempo un nimero entero de veces la inversa de esta frecuencia, la funcién de onda serd
exactamente la funcién de onda inicial. Si el espaciamiento de energia no es exacto, la
amplitud del eco se verd disminuida. Otra manera alternativa de ver el tiempo de Hei-
senberg es pensar en que es el tiempo que le toma a un paquete de ondas reflejarse en la

otra punta del sistema y volver. La velocidad del paquete serd

1A 1Ae
N = - 2.11
CThAR T hE (2.11)
Despejando el tiempo de Heisenberg de 2L = vry,
4dmh
~— 2.12
TH = (2.12)

Si consideramos a un sistema con las energias aproximadamente equiespaciadas con

una separacién V/N, el tiempo de Heisenberg serd aproximadamente

h

TH ™~ ——

Nh
= 2.1
V ? ( 3)

z|<| =

asi vemos que el tiempo de Heisenberg es proporcional al tamano del sistema.Un estudio

analitico de las funciones de autocorrelacién para sistemas de diferentes tamanos fué
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Figura™2-4: Probabilidad de que una particula vuelva al sitio inicial (1) luego de un
tiempo t, para diferentes largos de cadenas (a) N = 5, (b)N = 10, (¢) N = 20, (d)
N = 30. Obsérvese que para un tiempo proporcional a N aparece un resurgimiento de
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realizado en [Usa95], donde se observé que

Jim () = (ﬁ) , 2.14)

donde J; es la funcién de Bessel de orden 1.En los graficos de la figura 2-4 se puede
ajustar con el valor predicho en el limite /N infinito para tiempos menores al tiempo de
Heisenberg.

La solucién exacta, independiente del tiempo, del sistema con un Hamiltoniano como

el 2.10 es posible mediante el teorema de Bloch. Las autofunciones del sistema son

1 - ikna
k) = 7% ; n) etfne, (2.15)

donde a es la constante de red y |n) son las autofunciones de Wannier en la base de sitio.
Imponiendo las condiciones de contorno (0lk) = 0y (N + 1]k) = 0, llegamos a que las

autofunciones y sus autoenergias se pueden escribir como

N
1
k) = — sen(kna) 2.16
1) = i D senlhna (2.16)
E(k) = Ey+ 2V cos(ka), (2.17)
: TS
siendo k = m ys=12 ., N.

En el caso de N — oo, el espectro de energia del sistema es continuo y va desde Fy— 2V

hasta Fy + 2V. Para este caso, podemos ver que la densidad total de estados,

dk 1 1
No(Ek) = = = 31 = = (2.18)
£ owva/i- ()
, que tiene un minimo en E = E, y divergencias en £ = 2V y E = -2V, tal como

se puede ver en la figura 2-5. Este rango de energias se lo denomina usualmente banda

de estados permitidos, o banda, dado que sélo existen estados en la cadena para estas
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Figura™2-5: Densidad de estados local para una cadena tight-binding infinita, con V' =1,
a=1 y Eo =0

energias. Para continuar con el estudio de estos sistemas, es necesario introducir algunos

nuevos conceptos que nos permitan obtener una solucién més global.

2.3 La funcion de Green y las propiedades espectra-

les

Es posible realizar precisas correlaciones entre propiedades del espectro y propiedades
de la dindmica en un sistema cudntico. Sin embargo el primero no resulta siempre
simple de interpretar. Muchos comportamientos que mediante la dindmica se observan
directamente se ocultan debajo de caracteristicas del espectro dificiles de aislar. En la
literatura es més usual encontrar estudios numéricos del espectro de los sistemas ya que
estos son mucho menos costosos que el estudio de la dindmica.

Para entender algunas propiedades del espectro es necesario introducir el concepto de

funcion de Green. Se incluye a continuacién una presentacién de algunos de los aspectos
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de esta.

Si escribimos la ecuacion de Schrodinger de manera vectorial,
Hi=ci= (eI-H)u=0, (2.19)

entonces puedo estudiar la ecuacion det (eI — H) = 0 para encontrar los autovectores de
H. Alternativamente, puedo estudiar el determinante de la inversa, det (I — H)fl, y los

puntos donde este tenga divergencias. Definimos luego la resolvente de Green,
Ge) = (eI -H)™". (2.20)

Como esta ecuaciéon puede ser muy complicada, es muy interesante aplicar teoria de
perturbaciones para resolverla. Supongamos por simplicidad un Hamiltoniano de tamano

2 por 2, con una perturbacién pequena fuera de la diagonal, o sea

0 E1 0 0 ‘/12
H=H"+V= + . (2.21)
0 B Vor 0

La resolvente de Green para el Hamiltoniano sin perturbar es

: 0
Gl=| =™ X : (2.22)
O e—Io

Si ahora sumamos a € una parte imaginaria 7, pasamos del resolvente a la funcion de

Green'

1

: 0

GOf(g) = | =t : (2.23)
0

1
e+in—FEs

Una propiedad importante de esta funcién de Green se puede ver haciendo el siguiente

La eleccién del signo de la parte imaginaria implica la eleccién del signo del tiempo que se va a
observar. M4ds adelante se usard la expresién funcién de Green en todos los casos, teniendo en cuenta
que esta eleccién se puede hacer en cualquier momento.
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limite

1 1
—— lim Im G%(¢) = = lim 1 _§(e—Ey), (2.24)
T n—0 T n—0 (5_E1> +n2
que es la densidad de estados de la energia 1. Se puede verificar que para cualquier
sistema [Eco79]

No(e) = 1 limIm Tr G(e +in). (2.25)

™ n—0

La funcién de Green para el sistema completo es

G(e) = ! s b (2.26)
C(e—EB)e—E)-VVa \ _y, c—g |’ .
entonces
(e — E») 1
Gu(e) = = : (2.27)
(€—E1)(€—E2)—V12V21 ce— E) -V 1 Vv
( 1) 12—(5 "B 21

Reordenando los términos para hacer una expansion en serie

5= TR CEE 22

Gule) = O T TaenE 229
Gii(e) = GY1(e) (14 Vi2Ghy(e)Var GY, () +

VG2 Vir G (6) Ve Glle) Vi G (6) + (2:30)

Gii(e) = G (e) + G, (£)V12GY, (e)Var G, () +
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Figura™2-6: Diagramas de Feynman representando la expansién en serie de G1;(g). Néte-
se como la parte superior de todos los diagramas (dentro de la linea roja) es la misma
expansion de Gy (e).

GY,(2)V12Gh(e)Var G, (€) X ViaGigy(e)Var GYy (g) + .. (2.31)

Esta ecuacion se puede ver de manera mas clara mediante diagramas de Feynman, figura
2-6. Se puede observar que la parte superior de los diagramas es la misma definiciéon de

G, (¢), por lo que si escribimos 31; como la parte que se repite en cada término,
G =G} +G)L2,G), + G 262G, + (2.32)

encontramos una ecuaciéon como la que se muestra en la figura 2-7, la cual es equivalente
a

G11 = G(l)l + G%EHGH (233)

que es un case particular de la ecuacién de Dyson. Recordemos que esta ecuacién es sélo
otro forma de escribir la ecuaciéon de Schrodinger, ya que sus soluciones son las mismas
para las dos ecuaciones.

Apliquemos ahora la teorfa de la funcién de Green a las cadenas lineales que vimos
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Figura™2-7: Diagramas de Feynman para Gi(¢), con la serie completamente sumada.
Noétese que es una ecuacion del tipo Dyson.

anteriormente. Supongamos primero que tenemos una cadena de tres sitios, con energias
Ey, Es v E3 respectivamente. Si queremos calcular G1; podemos representar los sitios
2 y 3 como un sitio inico, reduciéndolo de la manera que se hizo anteriormente con el

sistema de dos sitios. Entonces

1
Gule) = = (2.34)
e — By — VoGV
1
— T . (2.35)
—FE -V V
€ 1 125_E2_V?3a—1E3V32 21
Esto puede interpretarse como el ambiente
que “ve” por la derecha el sitio 2, 33
Si ahora extendemos el sistema a N sitios, tendremos que
1
Gu(e) = ] . (2.36)
g — E1 — ‘/12 1 ‘/21
€— Fy— Va3 1 Va2

.+

1
e—En_1— VN—l,NmVN,N—l

El ambiente ”visto ” por el sitio n es igual al ”visto ” por el sitio n + 1, por lo que se
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puede armar la recurrencia

1

+ _
E — Vn,n+1 E+
€ — Lpy1 — 2

n

Vn+1,n7 (237)

Si suponemos un sistema homogéneo e infinito, E; = Ey Vi, Vi; = V Vi, 5, y N — oo,

resulta el teorema de Bloch X7 = ¥} | = %, con lo que,

~Y? + (e - Ey) - V*=0, (2.38)

— F, — B\’
S, =< > O:F\/(6 > 0) — v, (2.39)

Entonces tenemos que

cuyas soluciones son

G11(€) == (240)

con ¥ = A —I', donde

A==y J(S0) VT =0 sie< Ey—2V

A==F, = /v2_(=B)  GE-2V<e<E+2V, (2.41)

A=e=Fo_ J(=R) V2T =0 sie> By+2V

y vemos que aparece una energia imaginaria para las energfas correspondientes a la banda
de estados permitidos. ;Qué tiene que ver esta energfa imaginaria con la que encontramos
en la regla de Oro de Fermi?. La aproximacién corresponde a tomar I'(e) como I'(e = Ej),
una constante para toda energfa. Si pensamos que la cadena es como un ”ambiente ”
para el sitio 1, y consideramos que I' estd relacionado con la densidad de estados de este
ambiente, llegamos a la conclusién de que para que un sistema pueda ser aproximado por
la ROF necesita tener un ambiente con una densidad de estados casi constante e infinita,
lo que llamaremos aprozimacion de banda ancha). Tal vez se puede aprovechar todo lo

que conocemos de las cadenas lineales, con densidades de estados como la de la figura
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Figura™2-8: Cadena lineal con un sitio superficial acoplado débilmente (V; < V).

2-5, para encontrar el sistema buscado.

2.4 El modelo

Supongamos que se toma una cadena lineal como el de (2.10), y unimos a esta cadena
un estado superficial acoplado al primer sitio de la cadena mediante V; < V. El efecto

de esto sobre la funcién de Green del estado superficial es

1
Gus(e) = — PRTAS (2.42)

con la misma Y definida anteriormente. El prefactor multiplicando a > tiene el efecto de
reducir tanto su valor, que la dependencia con la energia del mismo se puede despreciar
y aproximar mediante una constante. Siendo este uno de los efectos que buscdabamos,
resulta interesante estudiar la dindmica de este sistema. Esquemédticamente, es como se
muestra en la figura 2-8.

Para hacer célculos numéricos, se modelaron cadenas de tamaio finito IV, y se estudio
la dindmica del sistema mediante una diagonalizacién directa del Hamiltoniano, utilizan-
do los autovectores y sus respectivos autovalores. Con esto nos aseguramos, hasta la
precision numeérica permitida por la computadora, estar realizando una evolucién cudn-
tica exacta del sistema considerado. Esto es importante porque una solucién analitica
exacta es casi imposible, pues requiere la inversién de una matriz de dimensién N x N.

Se eligié como estado inicial al vector |¢(t = 0)) = ( 100 ... 0 )en la base de

sitio, significando esto la particula inicialmente en el sitio superficial con probabilidad 1.
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Figura™2-9: Funcién de autocorrelacion para el sitio acoplado débilmente a la cadena,
para diferentes largos de la cadena. Nétese que el tiempo de Heisenberg es proporcional
aN

Se estudié la funcién de autocorrelacion

Pys(t) = () [(8)]* = [((0)] ™7 [(0))] - (2.43)

Los resultados obtenidos para la dindmica se muestran en las figuras 2-9 y 2-10.
En estas se remarcan dos visibles caracteristicas. Primero, el decaimiento
exponencial. Segundo, un eco de probabilidad en un tiempo que es proporcional a N.
Como ya sabemos, este eco ocurre en el tiempo de Heisenberg, y tiene su origen en el
tamano finito del sistema y en la existencia de una frecuencia minima en el “ambiente”

del sitio s. Cuando suponemos que el espectro del bafio es un continuo, este tiempo de
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Figura™2-10: Funcién de autocorrelacién para el sitio acoplado débilmente a la cadena,
para diferentes acoples. Noétese como cambia la pendiente de la exponencial antes del
tiempo de Heisenberg con V;, aunque la posicién del eco no varfa.
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Figura™2-11: Gréfico logaritmico de la funcién de autocorrelaciéon para diferentes acoples
V, del sitio superficial con la cadena. Las lineas en gris representan el decaimiento
exponencial calculado con la Regla de Oro de Fermi para cada sistema.

Heisenberg tiende a infinito. Calculando la densidad de estados local mediante (2.41),

1 e—Ep\°
N()(f‘:) = 71_—‘/2 V22— ( 5 0) y (244)

y poniendo Ny(Ejp) en la ecuacién (2.6), encontramos cual seria el tiempo de decaimiento

predicho por la Regla de Oro de Fermi si la cadena fuese infinita y y su espectro continuo
1
— = (2.45)

En la figura 2-11 se puede ver cémo ajusta este valor de 7 predicho por la ROF con

el cdlculo exacto de la dindmica del sistema. Se ve que el ajuste mejora cuanto menor
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es Vi a V, o sea que I'(¢) puede ser mejor aproximado por una constante. Notar que
este ajuste es completamente novedoso. En [GAGI7] se estudia la amplitud de oscila-
cién de un oscilador arménico cudntico acoplado a un sistema de osciladores armoénicos
independientes. La forma de este acople es Lorentiziano. El resultado que se obtiene
es un decaimiento exponencial, pero este no fué comparado con la aproximaciéon de la
ROF. Es importante destacar que el sistema de osciladores estudiado en esta referencia
es completamente correspondiente al de una cadena lineal como las aqui presentadas.

Anteriormente dijimos que aproximar el espectro del bafio como infinito y continuo te-
nfa consecuencias notables en la dindmica. Ya vimos que la aproximaciéon de un ambiente
con un espectro continuo hace desaparecer (o lleva al infinito) el tiempo de Heisenberg.
Este es uno de los efectos del tamano finito de sistemas. Si bien la aproximacién es buena
para sistemas macroscépicos (siendo 75 proporcional al tamaifio del sistema, N ~ 10%
particulas es suficiente), en sistemas relativamente pequenos es posible observar experi-
mentalmente ecos de probabilidad , los llamados mesoscépicos[PLU95|.

Aproximar el espectro como infinito tiene efectos que son mucho més dificiles de
observar experimentalmente. Estos tienen que ver con las frecuencias maés altas que
puedan existir en el sistema, o sea con los tiempos més cortos. Sabemos que a tiempos
muy cortos, cualquier evolucién cudntica ird como el cuadrado de un coseno, y comenzaré
a hacerse distinto cuando las componentes con frecuencias mas chicas se hagan més
importantes. Cuando el espectro demasiado amplio la frecuencia mas grande tiende a
infinito, con lo que es muy dificil detectar dindmica a cortos tiempos similar a un coseno
al cuadrado. Sin embargo, en el sistema aqui estudiado, si es posible acceder a estos
tiempos cortos. Los resultados son los que se observan en la figura 2-12. Como se puede

ver, la evolucién comienza desde probabilidad 1 a tiempo cero y evoluciona exactamente

Vat

2 . .
2 ) para tiempos chicos, menores a ii/V.

como cos?(%) ~ 1 — (
Este tiempo, llamado tiempo de Debye, fué ya predicho en [HPZ92], y es bésicamente
h dividido por el ancho de banda (que es la frecuencia més alta involucrada en el sistema,

en el caso de un bafio fonénico esta es la frecuencia de Debye). Observando la suavidad
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Figura™2-12: Funcién de autocorrelacion para el sitio superficial (negro). En azul se ve
el comportamiento tipico para tiempos pequenos, y en rojo la aproximacién de la ROF
para tiempos grandes. La linea de puntos vertical indica el tiempo de Debye.
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en el grafico, tanto de la funcién de autocorrelaciéon como de su derivada, decidimos hacer
un ajuste de las funciones que corresponden a los diferentes intervalos en el gréfico. Para

tiempos menores al tiempo de Debye tenemos

2
Pl (‘;t) , (2.46)

mientras que para tiempos mayores

t

Py ~ ae 7F. (2.47)

Exigiendo los requisitos fisicos de continuidad en la probabilidad y en la corriente se
traduce en la existencia de un tiempo t. en el que se igualan las funciones y sus derivadas,

2
1—(‘/;;0) — ae 7F, (2.48)

2
5 <K) R (2.49)

h TF

Dividiendo una ecuacién por la otra,

Vite\” A
- (Y o () 250

2
multiplicando por 72 (%) a ambos lados,

q pum—
t2+2rpte— 7. =0. (2.51)

Luego, la solucién fisica corresponde a tiempos positivos

te=—Tp+ /7% + 72, (2.52)

dado que 74 es el tiempo minimo en que ocurre una transicién en un sistema cudntico,
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tiene que cumplirse 7 > 7,, por lo tanto
72 172
te~Tp (1 + —q> —Tp = 5—‘1. (2.53)
Reemplazando con 2.45 y 7,, tenemos finalmente
h
te=— = 2.54
7 =TD (2.54)

que es el mencionado tiempo de Debye. Notese que en la figura 2-12 el tiempo en que la
funcién de autocorrelaciéon se separa de la funcién coseno cuadrado es aproximadamente
el predicho por la teorfa.

En la figura 2-13 se puede ver, como un dato extra a los ya presentados, un grafico del
acople efectivo que ve el estado |s) con cada uno de los estados de la cadena, en funcién
de la energfa.

VAT = |(s| Vi |k)|? (2.55)

La forma de este acople ajusta con una Lorentziana. También podemos graficar
la probabilidad en funcién del tiempo y del espacio, viendo con esto como se genera un
paquete de ondas que se desplaza por la cadena con una velocidad de grupo bien definida
(figura 2-14). Es interesante ver como es el efecto del eco en el tiempo de Heisenberg,
y cémo luego de algunas reflexiones se comienzan a generar patrones de interferencia

espacio-temporales.

2.5 Resultados

Hemos entonces encontrado un sistema suficientemente simple como para que conozca-
mos bien sus propiedades. A pesar de su su descripcién completamente cudntica, contiene
comportamientos tipicamente asociados a sistemas macroscépicos. Recalcamos, la solu-
ci6én exacta del sistema (aunque sea finito y pequeno) se ajusta de muy buen grado con

la Regla de Oro de Fermi; y este ajuste mejora ain con el incremento en el tamano del
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Figura™2-13: Acople efectivo entre el estado superficial y los estados |k) de la cadena.
Este acople es de forma Lorentziana.
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Figura™2-14: Funcién P;;(t) (probabilidad de encontrar la particula en el sitio j si a

, 2
tiempo cero estaba ubicada en el sitio s, ’( j.tlem™ |s,t = 0)| . Nétese la clara forma del

paquete de ondas que avanza por la cadena con una velocidad de grupo bien definida, se
refleja en el extremo de la cadena y vuelve a la otra punta. Es remarcable el hecho de que
el paquete de ondas avanza mientras todavia hay bastante probabilidad de encontrar la
particula en el sitio s. También es notable la manera en que se gesta el eco mesoscépico.
Después de este es posible distinguir franjas de interferencia espacio temporales en la
cadena.
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sistema, con lo que esta aproximacién semicldsica resulta una excelente aproximacion,
inclusive en este limite para el cual no estd disenada.

Sin embargo, la ROF falla (por sus suposiciones) a tiempos demasiado cortos y de-
masiado largos, donde ninguna aproximaciéon semicldsica puede describir la dindmica
cuantica preponderante. Ambos regimenes son dificiles de obtener experimentalmente.
Por un lado es dificil mantener un sistema cudntico aislado por largo tiempo. Por otra
parte hay dificultades tecnoldgicas para acceder a los tiempos cortos. Sélo recientemente
y en algunos sistemas seleccionados ha sido posible acceder experimentalmente a estos
tiempos [WBF797]. La préctica usual ante un decaimiento exponencial es extrapolar
los puntos experimentales hasta el tiempo cero para normalizar la curva (polarizacién
inicial, densidad, etc.). Sin embargo, lo que muestran los gréficos obtenidos aqui es que
la magnitud inicial del observable no es extrapolable de la exponencial obtenida expe-

rimentalmente. La cantidad por la que estarfamos “sobreestimando” se puede calcular

facilmente de (2.48),
v\ 2
’ ( LS)

. ., 2 . . .
Conociendo entonces la relacién (V;/V)", es posible estimar el error experimental.

~ 1+ <%)2 (2.56)

Esta relacién se puede obtener de la medicién del tiempo de Fermi y de la densidad de
estados.

Resulta interesante estudiar el efecto de que el estado superficial tenga una energia
fuera del centro de la banda. Al no contar con la simetria de ese punto, algunos de los
efectos aqui estudiados puede cambiar drdsticamente. Si ponemos al estado cerca del

“vea” una banda ancha y

borde del espectro, puede suceder que el sitio superficial ya no
homogénea, sino que por efecto de la finitud del espectro y por la divergencia del borde
de la banda cambie el tiempo de Debye. Se estudié el comportamiento de la funcién de
autocorrelaciéon para algunas energias cercanas al borde de la banda. El primer efecto

que se advirtié es que 7 cambid. Esto se debe a que la densidad de estados local depende
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Figura™2-15: Comparacién de los tiempos de Fermi obtenidos numéricamente con los

predichos por la ecuacién 2.45 para energias del sitio superficial fuera del centro de la
banda.

de la energia. Calculando esta densidad mediante (2.41), se logré ajustar exitosamente el
tiempo de Fermi predicho por (2.45) con la evolucién obtenida. Se puede ver un gréfico
de los tiempos de Fermi predichos por (2.45) con los obtenidos numéricamente en la figura
2-15. Los resultados para la dindmica se ven en la figura 2-17. Se observa en
este grafico que al tiempo de Debye //V la funcién de autocorrelacion ya es distinguible
de la aproximacién a tiempos cortos cos?(V;t/h); aunque tampoco es aproximable por el
decaimiento exponencial posterior. No sélo cambia el valor del tiempo de Fermi, sino el
valor a de la probabilidad inicial (2.48). Esto es de esperar, porque a se dedujo para el

centro de la banda. Si incluimos la dependencia en energia de 77 y t. encontramos la
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Figura™2-16: Comparacion de los valores para la probabilidad inicial a en funcién de la
energia superficial, obtenidos de igualar la funcién y la derivada de los comportamientos
asimptdéticos de la funcién de autocorrelacién con los valores obtenidos numéricamente.
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Figura™2-17: Dindmica para sistemas con la energfa superficial fuera del centro de la
banda. Notese el cambio en en el tiempo en que se separa la dindmica de la evolucion
cuadrética.

dependencia de a en la energia

2 - E 2
) = s (v v ()
v (=) -v?)
1 — B\’
exp 1—V\/V4+4V82V2—4V52 (5 > 0) . (2.57)

Se puede ver la comparacién entre los valores de a obtenidos numéricamente con los
de (2.57) en la figura 2-16. Se puede observar claramente que, excepto para el centro
de la banda, los valores son distinguibles. Es remarcable el comportamiento observado

en esta constante a, Primero, para un gran rango de energias permanece constante, y
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segundo cerca del borde de la banda se hace menor a 1. Esto tltimo indica la imposibi-
lidad de obtener en el ajuste de funcién y pendiente entre una funcién cuadrética y una
exponencial. Un comportamiento anémalo es previsible cerca del borde de la banda, ya
que allf la densidad de estados es casi cero y el estado superficial junto con su vecino se
transforman en un sistema de dos estados muy separados en energia, con poca interaccion
con el resto. En el limite de la energia superficial muy distinta de Fj la dindmica es la
de (2.9) disminuido en amplitud[LPDI0].

Como algunos antecedentes en la bisqueda de sistemas que muestren decaimiento
exponencial, se encuentran los resultados de E.T. Garcia et. al [GAGI7] y Y. Zhang et. al.
[HPZ92]. En el primero se estudia la dindmica de un sistema compuesto por un oscilador
arménico acoplado débilmente a un bano, que se modela como un conjunto finito de
osciladores armonicos independientes. Las energias de los osciladores son equiespaciadas
y el acople del sistema con el bano tiene una forma Lorentziana. El resultado que obtienen
estudiando la amplitud del oscilador es un decaimiento exponencial que atribuyen a la
wrreversibilidad provocada por el contacto con el bano. En la segunda referencia, se
estudia la pérdida de coherencia de un sistema compuesto, nuevamente, por un oscilador
armonico acoplado a un bano de infinitos osciladores arménicos. El pardmetro de estudio
permite variar la forma de acople del oscilador con el bano, y se encuentra que para un
acople de forma Lorentziana la pérdida de coherencia es exponencial. Los factores clave
a resaltar de ambas referencias son la forma del espectro y la del acople del sistema con
el ambiente.

Quisiera hacer notar que muchos de los resultados obtenidos en este capitulo depen-
den de la "homogeneidad” en el espectro de los sistemas. Es decir que para que existan
los ecos mesoscopicos y el decaimiento exponencial sea tan puro, es necesario que se
conserven las fases de las funciones de onda, que provocan las interferencias que hacen
a la dindmica. Cuando las energias se ven perturbadas, aparecen nuevos efectos cudn-
ticos adicionales tales como la localizacién y el camino libre medio de una funcién de

onda. Estos efectos son producto de interferencias y pérdida de coherencia, y permiten
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la aparicién de comportamientos muy distintos de los hasta aquf estudiados.
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