1.1

Caos cuantico

Fisica clasica

Mecanica de Newton.

SINTESIS.Se puede desarrollar en términos del Hamiltoniano (H)=Energia

cinetica (1) + energia potencial (V).

H=T+V
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o bien del Langrangiano L
L=H-2V

la ecuaciones de movimiento son:
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que pueden iterarse como un mapa.

Estas ecuaciones resultan de minimizar la Accion, definida como la integral
del Lagrangiano a lo largo de la posible trayectoria fisica.

(z,t)
S(z,t;x0,t0) = / L(z, pg, t)de = minimo

(z0,t0)

Ejercicio: oscilador arménico: particula de masa m sometida a la fuerza
de un resorte de constante K, que se desplaza a lo largo de la coordenada
x. Asi el impulso resulta p, = m ¢y V(z) = —%sz; entonces H =
ﬁpi + V(z). Verificar que para este caso las ecuaciones de arriba se
reducen a la Ley de Newton:

T=—-Kzx

Variables de Angulo y Accién.

Cuando se usan coordenadas particulares llamadas de de angulo y accién
se definien de manera que se cumpla

. OH
O=%7 ="

. OH
T="%¢



consecuentemente 8 = vt 4+ 5 donde 5 es una constante.

En particular para movimiento periédico se puede agregar el dngulo en un

periodo
1 dp 0
—=T=¢dt= p——=dq=—= Ppd
v ]{ jé@E e 8Ejép ¢

J = jépdq

Esta accion no es la misma que se definio mas arriba.

de la que resulta

e Teoria electromagnética de Maxwell.

Describe el caracter ondulatorio de la luz.

e Termodindamica.

Se justifica en la Mecénica Estadistica desarrollada por Boltzmann. Nece-
sita del chaos para justificar la ergodicidad, irreversibilidad y el decaimiento
de estados particulares.

1.2 Conceptos basicos de la mecdnica cudntica

e Emisién del cuerpo negro — Planck: AE = hv — CUANTOS

o Efecto fotoeléctrico — Einsten — FOTONES

e Dualidad onda-corpisculo — De Broglie — A = h/p

e Principio de incertidumbre — Heisenberg — ApAq > h , AEAt > h

e Cuantificacion de los niveles atémicos. Segin Bohr se obtiene requiriendo
la cuantizacion de la variable de acciéon de cada posible movimiento per-
i6dico en unidades de la constante de Planck

hn:J:%pdq

Todas estas propiedades encuentra un marco mas fundamental en la Ecuacién
de Schrodinger, que describe la amplitud de probabilidad de encontrar una par-
ticula en la coordenada r = (z,y, ) al tiempo ¢

Estado del sistema — funcién de onda ¥ — cumple la ecuacién de Schrédinger

oy [ R P
Zha = [—% (@ + 8—312 + @) +V(m,y,z)]¢

H: operador hamiltoniano del sistema




Para las soluciones estacionarias se factoriza la parte temporal — ecuacién
de Schrodinger independiente del tiempo

Hy = Ev
Interpretacion de la funcién de onda — PROBABILISTICA
¥*1p = densidad de probabilidad

Ej: particula en una caja de potencial.
la solucién de la ecuacién de Schriodinger tambien es equivalente a la integral
sobre caminos de la Accién Classica:

P(x,t) = K(z,;0,0)(x,t)
con el propagador o funcion de Green definido como

K(ZIZ, t; 07 0) _ Z eiS(x,t,xo,to)/ﬁ

Y[caminos

Esta expresion justifica el principio de minima accion es decir la dindmica clasica
que aparece si i — 0.

1.3 Correspondencia entre la mecanica clasica y la mecénica
cudntica.

Principio de correspondencia:
En todos los problemas la mecédnica cudntica debe conducir en el limite A — 0
a los mismos resultados de la mecédnica clésica.

Caos en la mecdnica cudntica:

Para algunos autores no existe un andlogo cudntico al caos cldsico ya que,
a diferencia con la ecuacion cldsica de Hamilton-Jacobi, la de Schrodinger es
lineal. Ahora bien, esta estructura puede cambiar mediante transformaciones
adecuadas.

La diferencia fundamental entre ambas mecanicas es mas bien de tipo fisica y
radica en la incertidumbre cudntica que reduce la complejidad de las trayectorias
arbitrariamente préximas.

1.4 Cuantizacién semiclasica

A la hora de establecer la correspondencia entre mecédni cldsica y cudntica es
importante distinguir si estamos en un régimen regular o en uno caético. En
el primer caso todos los movimientos tienen lugar en un toro invariante, y la



condicién de cuantizacién estd bien establecida mediante la férmula de EBK
(Einsten-Brillouin-Keller)

/CQZpidq = h(anr%)

informacién clasica condicién cudntica

Funcién de onda semicldsica asociada WKB (Wenstrel, Kramers, Brillouin, )
W

En el caso del movimiento cadtico no son aplicables éstas férmulas ya que
se basan en la existencia de toros invariantes — Procedimiento de cuantizacion
semiclésico para el que no es necesario que la dindmica del sistema sea integrable:
Férmula de la traza de Gutzwiller.

1.5 Fo6rmula de la traza de Gutzwiller

Basado en la funcién de Green mecanocudntica — G(¢’, ¢, E): amplitud de
probabilidad de que una particula con energia E se mueva de la posicién ¢ a
la g7 .

Célculo de la traza
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2 Criterios cualitativos para identificar el caos
en la mecanica cuantica

2.1 Estructura nodal de la funcién de onda

Busca asociar el comportamiento regular con reglas en la distribucién espacial
de los nodos de la funcién de onda. El caos serfa la ausencia de tales reglas
La funcién presenta cicatrices o “scars”
Critica: depende del sistema de coordenadas utilizado.



2.2 Meétodo de los coeficientes dominantes en la funcion

de onda
P = Z cid;

donde ¢;es una funcién de onda correspondiente al Hamiltoniano sin pertur-
bar.
Si ¢; > 1/4/2 — Estado regular

Criticas: depende de una eleccién afortunada de la base y no dice nada de
la naturaleza de los estados que no cumplen ésta condicién.

2.3 Meétodo de las segundas diferencias en la energia de
los niveles

H+X

dondeX = al con I es un operador y « es la intensidad de la perturbacion
(pequenia).

A’E = [[E(c + Ae) — E(¢)] - [E(e) — E(e — A¢)]]

Si A2E grande — CAOTICO
Si A?E pequefio — REGULAR

Critica: A2E puede ser grande debido a un cruce extremadamente evitado
2 entre estados regulares.

2.4 Los cruces evitados que solapan

Diagrama de E,, versus la perturbacién « con cruces extremadamente evitados
A — mezcla de autofunciones — CAOS

Densidad de estados de energia:

N =5
con A es espaciamiento tipico a la energia e.
La separacién entre dos niveles sucesivos es 0F = E; 1 — E;
Llamamos s a la variable que represeta esta separacion normalizada a la
densidad de energias:
OE
A

S



2.5 Distribucion del espaciado entre niveles vecinos

e Sistema regular — distribucién de Poisson

P(s) = exp(—s)

Méximo de esta probabilidad — espaciado cero

= en sistemas de comportamiento regular los niveles de energfa tienden a
venir agrupados en clusters, lo que es tipico de la degeneracién que presentan
éstos sistemas.

e Sistema caético — distribucién de Wigner-Dyson (ortogonal)

P(AE) = gs exp(—s27m/4)

Caodtico — probabilidad de encontrar niveles degenerados es nula.

Ejemplo: Distribucion de diferencias entre niveles contiguos para los primeros
900 estados vibracionales de la molécula de LiCN — Intermedia entre Poisson
v Wigner — se puede ajustar a una distribuciéon de Brody con 8 = 0.75

Distribucién de Brody

P(s)=(1+ ﬂ)asﬁ(faslfﬁ)

B 248 1+8
aF<—1+B>

Si 8 =0 — Poisson
Si B =1 — Wigner-Dyson

3 Representacién en el espacio de fases de la
mecanica cuantica

Funcién de Wigner

W(ET) = o= [ 47 ea@) v (75 ) v (7+

Propiedades deseables:
IWp,q)dp = | {glv) |
I Wp,q)dg = | (ple) |

correcta
En el limite cldsico (h — 0)
W cumple con el teorema de Liuville
W tiende a una delta de Dirac centrada en el toro cldsico

ro| 8]

)

}densidad de probabilidad marginal cudntica



Interpretaciéon — W funcién de densidad de probabilidad en el espacio de
fases

Propiedades no deseables (que cuestionan ésta interpretacion)
W puede ser < 0
W = W(p, q) esta definida en puntos precisos del espacio de fases= es
incosistente con el principio de incertidumbre.

Estos inconvenientes para interpretar la funcién de Wigner como una den-
sidad de probabilidad desaparecen si se promedia W en regiones del espacio de
fases cuyo voumen sea del orden 2N

Cuando se utiliza una funcién de peso gaussiano para realizar éste promedio,
se obtiene la funcién de Husimi.

Con la funcién de Husimi se puede calcular la Superficie de Seccién de
Poincaré cudntica.

Ejemplo: Distribucién de ceros de la funcién de Husimi para un sistema

realista (LiCN) que presenta anarmonicidad.

Estados regulares — Ceros sobre una linea(Py = 0). ceros sobre nodos
de

Estados irregulares — ceros distribuidos uniformemente sobre el espacio
de fases

Estados de cicatriz — ceros sobre una curva escepto un n°de ellos que
se situan en puntos fijos



