1 Mecanica Clasica

Los sistemas hamiltonianos difieren radicalmente de los ya vistos sistemas disi-
pativos. La diferencia estd en que los sistemas hamiltonianos no hay atractores,
ya que lo impide el teorema de Liouville.

En la Formulacion de Newton tenemos
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Si existen ligaduras, la solucién de estas ecuaciones no es directa y en general
en estos casos es mas simple utilizar la Formulacion Lagrangiana segin la cual
las ecuaciones fundamentales son
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donde ¢; son las coordenadas generalizadas, y L(?,Tf,t) =T -V es la la-
grangiana del sistema.
También puede utilizarse la Formulacion alternativa de Hamilton en la que

las coordenadas son q; y p; , donde p; son los momentos generalizados; p; = g; .
Luego las ecuaciones de movimioento son
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donde H(¢, D ,t) = Xqip; — L(¢, 7 ,t) es el hamiltoniano del sistema.
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Lamaremos espacio de configuraciones (¢) al espacio formado por las co-
ordenadas generalizadas y espacio de fases (p,q) al espacio formado por las
coordenadas generalizadas y los momentos generalizados.

La evolucién temporal del punto (p(0),4(0)) es lo que se llama trayectoria
en el espacio de fases.

Si el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo el sistema se llama,

conservativo y la energia es una constante de movimiento: H(p,q) = E

Vamos a estudiar la estructura del espacio de las fases de los sistemas hamil-
tonianos en los siguientes casos:

1) Sistemas de un grado de libertad: Péndulo simple.

2) Sistemas de dos grados de libertad: Superficie de Seccién de Poincaré
(SSP); Régimen regular, Régimen caético.

3) Sistemas de més de dos grados de libertad.

4) Sistemas genéricos: Péndulo doble, Vibraciones de la molécula LiCN.



2 Sistema de un grado de libertad

En este tipo de sistemas el espacio de fases tiene dimensién 2 por lo que puede
visualizarse su dindmica en una representacién (p,q).

Al ser un sistema hamiltoniano existe una constante de movimiento, la en-
ergfa E, y por lo tanto la dindmica tiene lugar en una variedad de dimensién
1.

El ejemplo tipico es el péndulo simple, cuyo hamiltoniano es
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Este péndulo puede describir dos tipos de movimientos:

I) Vibraciones alrededor de la posicién de equilibrio (circunsferencias en el
espacio de fases).

IT) Rotaciones alrededor del punto de pivote. Esto ocurre cuando la energia
es mayor a mgl (olas sobre los circulos).

Los puntos de equilibrio son las posiciones correspondientes al péndulo alin-
eado con la vertical. Si la masa queda abajo es un punto de equilibrio estable
llamado punto fijo eliptico (puntos dentro de las circunsferencias), si la masa
queda arriba es un punto de equilibrio inestable llamado punto hiperbélico (pun-
tos entre las lineas de puntos).

3 Sistemas de dos grados de libertad

En estos sistemas el espacio de fase tiene dimensién 4 por lo que la dindmica del
sistema tiene lugar en una variedad de dimensién 3. Una forma conveniente de
visualizar la dindmica es mediante la Superficie de Seccion de Poincaré (SSP)
que consiste en obtener la interseccién de la trayectoria con un plano arbitrario
cada vez que la trayectoria se cruza en un determinado sentido.

A partir de (p1(0), ¢1(0)) se obtiene (p1(1),41(1)), y a partir de éste (p1(2),¢1(2)),
y asf sucesivamente, por lo que obtenemos un mapa n+1 =Ty, .

Para sistemas conservativos, el mapa de Poincaré conserva el drea, ya que
cumple la ecuacién de Liuville.

A partir de la SSP se puede obtener informacién del régimen dindmico,
regular o caético, al que estd sujeto nuestro sistema.

3.1 Reégimen caético.

En este caso el movimiento tiene lugar en un espacio de fase de dimensién 3 de
forma que las sucesivas iteraciones de la trayectoria con la SSP irdn llenando
un drea. Asi, cualquier trayectoria del sistema pasard arbitrariamente cerca de
cualquier punto del espacio de fases permitido por la condicién de conservacion
de la energfa.



Se dice entonces que el movimiento del sistema es ergddico. Coincidiendo
entonces los promedios temporales con los promedios en el espacio de fases. De
forma que se puede aplicar la mecénica estadistica a su estudio.

3.2 Reégimen regular

Cuando existen tantas variables independientes como constantes de movimientos
se dice que el sistema es integrable y que su movimiento es regular. Luego existe

e d =
una transformacién canénica (p’,q)— (I, #) de forma que E = H(I) (i.e. el
hamiltoniano sélo depende de las acciones I). Las ecuaciones de hamilton toman
la forma
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donde w;(I) son frecuencias caracteristicas del movimiento.
Ejemplo: Dos osciladores arménicos desacoplados.
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3.2.1 Superficie de Seccién de Poincaré en régimen regular

Las trayectorias en el espacio de fase en régimen regular estdn confinadas en una
variedad de dimensién N que tiene la estructura topolégica de un toro. Este es
invariante frente a la dindmica del sistema.

Dependiendo de la relacién de frecuencias o = ﬁ; tendremos dos casos para
el movimiento:

I) aracional — a = wt — las frecuencias estdn en resonancia y la trayectoria
en la superficie del toro al cabo de un nimero finito de vueltas se cierra sobre si
misma. En la SSP se encontrardn un nimero finito de puntos que son visitados
periédicamente — Movimiento regular periédico.

gréfico de toroide con una curva que se cierra.

grafico de espacio de fases: dos puntos

IT) « irracional. Las trayectorias no se cierran y van cubriendo densamente
todo el toro. La SSP es una linea cerrada — movimiento cuasiperiédico.

grafico de toroide con una curva que va llenando la superficie del mismo.

grafico de espacio de fases: un circulo.



3.2.2 Ejemplos de sistemas integrables

1) Sistemas separables
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2) Una particula en un campo central
3) Billares circular, eliptico y poligonales con angulos racionales
4) Reticulo de Toda

H = S0 + 13+ 1) + expl— (01 — 62))+ (14)
exp(— (0 — ) + oxp(— (65~ 01)) 3 (15)

3.2.3 Ejemplos de sistemas totalmente caéticos

1) Movimiento libre en una superficie geodésica de curvatura negativa.

2) Billar de Sinai.
3) Estadio o billar de Bunimovitch.

4 Jerarquia del caos

En realidad el comportamiento ergédico es sélo el primer escalén dentro de lo
que se denomina jerarquia del caos que comprende una serie de propiedades de
los sistemas dindmicos, estructurada de tal forma que cada una de ellas implica
a la anterior.

1) Sistemas ergédicos

2) Sistemas mezcladores. La dindmica de las trayectorias en el espacio de
fases es andloga al proceso de mezcla de dos liquidos. En éstos sistemas estd
garantizado la evolucién espontdna hacia el equilibrio.

3) Sistemas K. Ejemplo: sistemas de esferas rigidas.

4) Sistemas de Bernoulli. En éstos la dindmica, a pesar de ser toalmente
determinista, es indistinguible a los resultados que se producen en una ruleta.

Hemos visto cual es la estructura del espacio de fases en los casos extremos:

- Sistemas completamente integrables

- Sistemas completamente cadticos.

JEn cudl de éstas dos categorias se encuadran los hamiltonianos correspon-
dientes a sistemas tipicos de interés en fisica?

La respuesta la tendremos mediante la experimentacion, que consiste en
simulaciones con ordenadores, efectuando integracién numeérica de las ecuaciones
de movimiento de las ecuaciones de hamilton de los siguientesn casos:

1) Hamiltoniano de Henon-Heiles
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gréfico de SSP compuestas.



2) Mapa de Henon-Siegel (sistema hamiltoniano que es discreto)

Pn—1 = pncos(a) — (g, — pi) sin(«) (17)
Pn—1 = Pusin(a) — (¢n + p3,) cos() (18)
3) Mapa estandar de Chirikov

Prn—1 = Pn + ksin(6y,) (19)
0n+1 - en +pn+1 (20)

simulacién para distintos valores del pardmetro k.

5 Hamiltonianos Genéricos
Llamaremos hamiltoniano genérico a
H=Hy+¢eV (21)

donde Hj corresponde a un sistema integrable, V' a la perturbacién y ¢ es el
grado de perturbacién.

La estructura de Hamiltonianos genéricos puede explicarse mediantes 2 teo-
remas:

1) Teorema de Poincaré- Birkhoff

2) Teorema de Kam

5.1 Teorema de Kam

En un sistema ligeramente perturbado sélo sobreviven aquellos toros ”suficien-
temente irracionales”.
Para un sistema con dos grados de libertad, el teorema toma la forma
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donde k(e) es una funcién que depende del grado de perturbacién.
Estos toros se distorsionan pero no se destruyen y se les da el nombre de
TOROS DE KAM.

El resto de los toros se destruyen, pero por dos mecanismos diferentes:

1) Toros con « racional, evidentemente no cumplen la relacién anterior y
se destruyen todos, pero sobreviven 2ks (k = 1,2,..) puntos fijos de un cir-
culo racional con a@ = r/s .La mitad son elipticos (estables) y la otra mitad
hiperbdlicos (inestables) — Teorema de Poincaré-Birkhoff.

Si consideramos un toro cuyo « es racional, lo que nos dice el teorema de
Poincaré-Birchoff es que por efecto de la perturbacién dara lugar a un conjunto



de puntos fijos elipticos y al mismo nimero de puntos hiperbélicos. Ahora bien,
alrededor de los puntos elipticos aparecerdn toros que algunos de ellos tendrén
un « racional y, por lo tanto, se volverd a aplicar éste teorema, y asi sucede ad
infinitum.

2) Toros cuyas « no es ”suficientemente irracional” resultan destruidas por
la perturbacién dando lugar a conjuntos invariantes que reciben el nombre de
CANTOROS. Su naturaleza se entiende bien utilizando la SSP.

CANTOROS: orbitas cuasiperiédicas similar a los toros normales, pero a
diferencia de éstos no llenan una linea en la superficie de seccién de Poincaré,
sino s6lo un objeto FRACTAL, que es un conjunto de CANTOR. Este conjunto,
como ya vimos en la leccién anterior, se puede visualizar como una linea a la que
le faltan infinitos segmentos de tal forma que su dimensién estd comprendida
entre 0 y 1.

A diferencia con lo que ocurre con los toros invariantes que no pueden ser
cruzados por ninguna trayectoria, los cantoros solo presentan, debido a su nat-
uraleza, barreras parciales para el flujo de las trayectorias a su través. Estas
barreras estdn mas o menos destruidas en funcién del grado de perturbacién y
de su grado de irracionalidad de forma que el flujo total en estas regiones estd
controlado por el cantoro mds intacto que actia como cuello de botella para el
flujo de trayectorias a su través. Este cantoro sera el dltimo toro kam destruido,
que correspondera a aquel que tenga un « "lo més irracional posible”. Para ver
cual es éste nimero utilizaremos la teorfa de frcciones continuas.

5.1.1 Teoria de fracciones continuas
La expresion

1
a=ay+——7— ; a €%, aj,az,..€N (23)
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es la mejor forma de aproximar el nimero irracional «, en el sentido de que
las aproximaciones racionales ;—: que se obtienen por truncacién de ella en a,,
son mejores aproximacion a a que cualquier £ con s < sp,.

El ”a més irracional posible” serd aquel cuya fraccién continua converja més
lentamente, i.e. aquella en que todos los a; = 1. El ntimero
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se conoce como Media Aurea.



6 Sistemas de mas de 2D

Para sistemas de 2 grados de libertad hemos visto que la existencia de toros
invariantes tiene un efecto dréstico en la estructura del espacio de fases, ya que
lo estratifica al dividirlo en dos zonas inconexas; la de dentro del toro y la de
fuera.

Para sistemas con més de 2 grados de libertad (N > 2) esto no es asi, ya
que el espacio de fases tiene dimensién 2N — 1 y los toros tienen dimensién N
(una superficie de dimension N no define dos regiones inconexas en un espacio
de dimensién 2N — 1).

Asi, aunque existan zonas de régimen regular, las zonas cadticas del sistema
estardn interconectadas constituyendo lo que se llama Red de Arnold. Una séla
trayectoria podrd recorrer toda la zona caotica, dando lugar a lo que se llama
Difusién de Arnold.

Ejemplos de sistemas genéricos 2D

-Péndulo doble
-Vibraciones de la molécula Li-CN

6.1 Péndulo doble

La lagrangiana de este sistema es

L= %(m1 + mo) 4% + %mzfgzz}% (26)
ma Iy Lo cos(1h — ) — (my +ma)gli (1 — cos(¢))— (27)
magla(1 — cos(v)) (28)

Vamos a estudiar la dindmica del sistema obteniendo la SSP donde el plano
elegido serd ¢ = 0, se cumple que v + Acos(¢p) > 0. Esto es equivalente a pedir
que el momento conjugado Py, = g—i = mal31) + moli Iz cos(yp — @) > 0—

Casos extremos:

l1 << — péndulo simple de masa mo

lo << — péndulo simple de masa mo + my

my >> mgy — el péndulo 1 describe un movimiento arménico simple y el
péndulo 2 describe un movimiento oscilatorio forzado periédicamente.

E >> — dindmica dominada por la energfa cinética — movimiento de
rotaciéon (equivalente a un péndulo situado horizontalmente).

Amplitud pequenna — movimiento de modos normales.

Experimentos en el laboratorio y en la computadora.

Quien desee ampliar este tema puede referirse a:

M. Toda, R. Kubo and N. Saito

Statistical Physics I: Equilibrium Statistical Mechanics
Capitulo 5: Ergodic Problems.

Springer Verlag



