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CAPITULO 1
2 Concepto de caos

Diccionario Espasa (1998)

1) Estado de desorden e indeterminacién absoluta que segiin ciertas teorfas
o creencias religiosas precedié a la constitucién del universo o cosmos.

2) Confusién o desorden

3) Mitologia: Vacio primordial anterior a la creacién del cosmos. En él
coexistia Erebro (Las Tinieblas) y Nicte (La Noche) que al separarse entre sf
y ambos del Caos, dieron lugar al nacimiento de Urano (El cielo) y Gea (La
Tierra).

) Caos determinista: conducta extremadamente complicada que deriva de
unas equaciones matematicas bien definidas, muchas veces muy sencillas.

) Caos: estructura matemadtica inherente. Extrema sensibilidad a las condi-
ciones iniciales.

Kuhn; Revoluciones en la Fisica

lera Gran Revolucion Copernicana ==>Mecanica Newtoniana ==> Deter-
minismo (Laplace, Poincaré)

BOLTZMANN el mayor revolucionario del siglo XIX.

reversibilidad microcépica==>molecular chaos-impredictibilidad==> de-
scripcién estadistica==>> irreversibilidad macroscopica

Revoluciones de la Fisica del siglo XX,

1-Relatividad.

2-Mecanica Cudntica.

3-Caos...7

Efecto Mariposa. La extrema susceptibilidad a las condiciones iniciales. Por
ejemplo: se muestra el juego de “pin-ball”

Las trayectorias muy proximas divergen (van separandose entre si) exponen-
cialmente. (esto lo puse mas abajo).

Se cuantifica con el concepto de exponente de Lypunov

A: exponente de Lyapunov



A > 0 Caos
grafico de trayectorias que se separan dy = dge

Tercera revolucién de la Fisica del siglo XX, en el concepto de Kuhn.
1-Relatividad. (Einstein)

2-Mecanica Cudntica. (Bohr, Schrodinger, Heisenberg, Pauli, Dirac)
3-Caos...7

3 Mapas

3.1 El mapa mas simple.

Consideremos que la mitosis de una célula (factor de reproduccién 2), ocurre a
intervalos regulares de tiempo dados por los clicks deunrelojn =0, 1, 2, 3, 4, 5...
en presencia de alimento infinito y vida ilimitada. Solemos decir que la pobla-
cion crece geometricamente. Supongamos que en tiempo 0 teniamos una sola
célula xg = 1, luego al tiempo siguiente tenemos:

x1 = (célulathija) = 229 = 2
To =2x1 =4x9 =4

T3 =219 = 8x5 =38

T4 = 2x3 = 1629 = 16

T5 = 2x4 = 32

La regla general resultante se denomina mapa y relaciona la cantidad de indi-
viduos en una generacion z,1 con los que habfa en la anterior z,,:

Tnt+1 = (2) Tn

La iteracién nos d4:

@, = 20 X (2)" = 20 (€M2)" = goeM "
donde reescribimos el factor de repoduccion 2 usando la identidad: 2 = ™2 que
nos sirve para definir el exponente A que gobierna el crecimiento exponencial de
la mitosis.

A=1In2

Si la aparicién de la primera celula en el medio propicio, puede ser la enfer-
medad indeseada de que crece exponencialmente con el exponente caracteristico
de Lyapunov.

El mapa de Fibonacci



Supongamos que la celula puede tener un hijo (b) solo si ya es adulta (a).

n Ty

0 O=1b

1 H=1a

2 B=1a+16=2

3 HOW=2a+1b=3

4 HOEE[1=3a+2b=5

5 HOEEE[E =50+ 3b=38

6 EOEECORCEECEEC = 8a + 56 =13

7 | ml | (m (m | (m [ [m (m [ (m [m S

S HONEECOECOEECOEEONEEOEEEOEECOECOEECEEC =33

y asi siguiendo. Notar que la secuencia grafica “casi” parece periédical
La regla o mapa general que relaciona tres generaciones sucesivas es
Tp4l = Tp + Tp—1

veamos como se comporta la sucesién de Fibonacci:
1/0 = upal este no valel.

1/1=1

2/1 =2
3/2=15

5/3 = 1.6666...
8/5 =16
13/8 = 1.625

21/13 = 1.61538...
34/21 = 1.61904...

1.6180339887499...= +1

usada por los griegos para establecer la suprema armonia.

numero irracional= razoén aurea

e

Tarea: demostrar que la poblacién también aqui crece geométricamente
donde el factor de reproduccién e* es aqui

x
Intl A

T, mn—oo
A estd relacionando con el mayor autovalor de la matriz
11
10
3.2 Mapa de Bernoulli

Veremos como un mapa puede generar “ruido” incontrolado.



ZTpt1 = 22,(mod 1) (1)

donde z(mod 1) = 1—parte entera de x

22—z, O<az,<1/2
x”“_{ 20, —1 1/2< 2, <1 @
Este mapa tiene una dindmica determinista.
Ejemplo.
Consideremos el numero
155
To = % = 06054710

=1 (3)"+0x (3)°+0x (3)° +1x (3) +1x (3)° +0x (3)° +1x (3) +1x (3)°

:Expresamos este numero en representacién binaria, e iteramos con una com-
putadora con representacion finita de ocho digitos (bits). Cada iteracién elimina
el primer digito que sigue al punto decimal:

xo = 0.10011011
z1 = 0.0011011.un bit de ruido
z9 = 0.011011..dos bits de ruido

x3 = 0.11011..
x4 = 0.1011...
x5 = 0.011....
xg = 0.11
z7 = 0.1

xg = 0. puro ruido
Cilculo complementario: Crecimiento del error.

Si en lugar del nimero 0.605 4719 hubieramos errado en la ltima cifra binaria
es decir

v = g = 00015610 = 1x(§)"+0x (3)" 0 (3) +1x(§) +1x (4) +0x () +1x (3) 40 (3)°

:nuestro error inicial hubiera sido

7155 1 .8
30 = I~ 0l = |35~ 550 = 85 = ()

con lo que en la iteracion se genera un error

dw = o7 = = (3) = (3) 670

1 -7
2
= dzgexp[A x 7] con A = —In[1/2]



En general
0z, = 0xyexp[A X n]

Es decir el factor de crecimimiento 2 genera un crecimiento exponencial
del error inicial caracterizado por el exponente de Lyapunov

A=—In[1/2] =In[2] =0.69315 = L4407
que finalmente destruye la informacién de que disponia. : caracteristica del
caos: ubicuidad

3.3 Mapa Logistico

Dindmica de poblaciones (biolégicas en dreas aisladas). Se busca saber la
poblacién al tiempo o generacion m + 1 conocido la poblacion en la genera-
cion anterior. Ahora se supone que la competencia por el espacio o la comida
genera un término no-lineal (reaccién bi-molecular) que tiende a disminuir la
poblacién.

Tny1 = fr(zn) (3)
= TTp —_ 7”5(331 (4)
~~~ ~~~
creci- limite al
miento crecimiento
de la de la poblacién
poblacién No lineal

0<z, <1, 0<r<4.

Resumen de Comportamiento de x,, segun el valor de r.

Se muestran gréaficos de la evolucién de la poblacién z, vs n para
distintos valores iniciales.

Pardametro Valor Asintdtico de x,,
r<l 0 — extincién
1<r<3 1-— % — poblacién final estable
3 <r<3.449 pobl. final oscila entre dos valores
pobl. final oscila entre 4, 8, 16 valores
3.449 < r < 3.56994546 cascada de bifurcaciones por

duplicacién de periodos
3.56994546 < r CAOS



Se muestra el diagrama de bifurcaciones. Se amplia en la zona 3.5-3.6
donde se ve una ventana de regularidad dentro de la zona caotica con varios
periodos.
3.8-3.9 se ve una ventana de regularidad de perfodo 3.

En 3.975 a 3.98 hay una ventana muy angosta.

3.4 Numeros de Feigenbaum (1978)

(grafico de bifurcaciones)

d mide la distancia entre puntos fijos evaluados en la zona “superestable”
(punto fijo de tanjente horizontal. Las distancias disminuyen a medida que r se
acerca al caos.

5= lim sn—_Tn-1 (5)
n=0Tp41 — T'n
= 4.6692016009... (6)
dy,
a = lim 7
nHOOdTH»l ( )
= 2.50298... (8)

Metropolis, Stein e Stein demostraron la universalidad en el mapa logistico.
En todos los mapas con mazximo cuadratico. Los nimeros de Feigenbaun son
tan universales como 7 o e.

3.5 Puntos Fijos

En el grafico con f(z) vs x junto con z vs x se muestran las trayectorias de
evolucién hacia el punto fijo. Los puntos fijos 2, se definen como

Tpr = f(@pf) 9)

3.5.1 Estable
Ejemplo:

Tpp =1pf(1 — Tpp) (10)

0
:L”pr{ 171 (11)

r

grafico pardbola interseccién recta



3.5.2 Orbitas Periédicas

La poblacién oscila entre p valores. Perfodo p: xop : @1, ..., Zp—1,T0

Lop = fF(%p) (12)

Ejemplo:
Orbita Periédica de perfodo 2: Raices del polinomio f2(z) = f(f(x))

r=r%z(1 —z)[l —rz(l —z)] (13)

grafico de cudrtica f%(z) con recta

Punto fijo es
Estable: Atrae hacia sf las trayectorias que estdn en su vecindad

4

1
dzr <

I:l’pf

atrae a las que empiezan a la izquierda o a la derecha.
Inestable: Repele las trayectorias que estédn en su vecindad

g
dx |,_ -
Las trayectorias de alejan.
Indiferente;
4 9
dz T=Tpf
un lado se atrae y el otro se repele.
superestable
4 _o
dx |,_ -

muy rapidamente convergen todas las trayectorias.

Se muestra un circuito R, L, D(iodo). El Diodo D es el elemento no-lineal.

Graficando corriente versus voltage en la fuente se obtiene el diagrama de
bifurcaciones.

Otro circuito es el circuito de Chua, compuesto por una inductancia, dos
condensadores, una resistencia y una resistencia no lineal llamada resistencia de
Chua que consta de tres tramos lineales.

Se muestran las tensiones en los dos condensadores como las coordenadas x e
y del osciloscopio en un experimento en laboratorio. El Voltaje es el parametro
de control.



4 Indicadores de Caos

Exponentes de Lyapunov
Entropia de Kolmogorov
Espectros de Potencias
Superficies de Seccién de Poincaré

4.1 Exponente de Lyapunov. Mapas 1D

grafico de trayectorias que se separan exponencialmente
Las distancia entre las trayectorias diverge exponencialmente:

dy = doe™ (14)

A: exponente de Lyapunov
A > 0 Caos
4.1.1 Determinacién de A

Se muestra el diagrama de bifurcacion y el exponente de Lyapunov.
En los puntos de bifurcacion el exponente vale exactamente cero.

T = f(zn-1) = f"(@0) = f(f(-..(f(20))-..)) (15)
reces
| (zn + &) — f™(xn)| = eexp(nizg) (16)
Azo) = lim iiﬁ%%ln [ (2o +€Z—f”(xo) (17)
= Jim 2 10| (ao) (19
n—1 d
= 7111_{20% zéo In d—];(xl) (19)

donde se uso la regla de la cadena:

af*\  /df df df
(&)~ (). @), (&),



4.1.2 Estabilidad en Mapas 1D

4.2 Entropia de Kolmogorov

La teoria de Informaciéon de Shannon define a la entropia como
S =—kXP(i)In[P(i)] (20)

k es la constante de Boltzmann y P(¢) la probabilidad de tener al sistema
en el estado (ej. poblacién) i. En la teoria de la informacién de Shannon S
interpreta como la cantidad de informacion necesaria para determinar el estado
del sistema.

Kolmogorov utiliza como indicador de caos la pérdida media de informacidn
que tiene lugar a medida que este evoluciona en el tiempo. Para ello realiza una
particién del espacio de fases en celdas de tamaifio £%,.donde d es el niimero de
grados de libertad (o dimension) del sistema. Cada trayectoria queda definida,
dentro de la precisién impuesta por £, consignando la cecuencia de celdas en la
que se encuetra el sistema a intervalos regulares de tiempo At. que se describe
el sistema. Luego define

K, = - Ei P(ig...in) logy [P(ig...in)] (21)
0-+-n
K,4+1 — K,, =informacién adicional necesaria para especificar la siguiente
celda a la que llegara la trayectoria cuando se conoce la historia anterior.

K = fAlirilo ;% 7111_{20 Y io?in In P(ig...in) In[P(ig...in)]  (22)
en la trayectoria

Para sistemas 1D,

K = ) si éste es constante.

K =0 — no hay pérdida de informacién—trayectoria regular.
K > 0 — hay pérdida de informacién—trayectoria cadtica.

4.3 Espectro de Potencias

Anadlisis de Fourier:
Serie temporal: x71, g, ..., Ty
Transformada de Fourier (discreta):Zy, Za, ..., Tn

kY _ 1 , 2wk
Tp =1 (nAt) = —M;xj exp < i— ) (23)




Espectro de Potencia: se llama asf a la representacién de Z7 vs. v, =

k

nAt’
Graficos ejemplos para el mapa logistico:

e un mapa con (r=3.2) tiene un periodo 2 lleva a un espectro de potencias
con una linea o frecuencia vy = 0.5 = 1/2.

e una serie temporal (r=3.5)con periodo cuatro da lugar a un espectro con
dos lineas en 0.25=1/4 y otra 0.5=1/2.

e una serie temporal (r=3.9)completamente irregular o “caotica” da lugar
a un espectro de frecuencias sucio pero muy denso.

10



