la amplitud v la frecuencia de esa
fuerza: ello significa que la solucién no
se puede expresar como suma de fun-
ciones periddicas, ¥ no se puede pre-
decir. Este ejemplo tiene un interés do-
ble: por un lado muestra cémo un pe-
quedio cambio en una ecuacién ya co-
nocida puede modificar espectacular-
mente el comportamiento del sistema.
Por otra parte no es puramente aca-
démico, pues se usa para modelar el
comportamiento de una unidn de Jo-
sephson sometida a radiacién de mi-
croondas. Curiosamente hay observa-
ciones experimentales de un ruido de
fondo que se piensa que podria ser la
manifestacién de ese caos.

En la naturaleza son muchos los sis-
temas que oscilan. Pensemos en la sus-
pensién de un automévil, en el acoplo
entre la precesitn y la nutacién del eje
de la Tierra o en las vibraciones mo-
leculares. Cuando son varias las coor-
denadas que oscilan y las fuerzas estin
dadas por funciones no lineales apare-
cen en general movimientos cadticos
sin pauta regular si la energia de osci-
lacion es alta.

Podriamos multiplicar los ejemplos,
muchos de los cuales estin empezando
a estudiarse ahora, de manera especial

en mecanica celeste, dindmica de po-
blaciones ¥ meteorologia. Quienes ela-
boran los informes sobre el estado del
tiempo, el oleaje en el mar y pronds-
ticos afines, son victimas frecuentes del
caos. 51 se equivocan a veces no es por
incompetencia, sino porque el movi-
miento de la atmésfera no es regular
sino turbulento: pequefias imprecisio-
nes en los datos de las estaciones me-
teorolégicas o, mds importante atn,
falta de datos ante un nimero insufi-
ciente de ellas pueden hacer que re-
sulte imposible la prediccién mds alla
de algunas horas. Por ello, la meteo-
rologia impulsa hoy la construccién de
superordenadores para, mediante mé-
todos numéricos de extrema compleji-
dad, conseguir prolongar el tiempo de
prediccién segura. El llamado efecto
mariposa, propuesto por E. Lorenz,
describe de modo hiperbélico el pro-
blema: Un meteorélogo que consi-
guiera llegar a una determinacion to-
talmente precisa del estado de la at-
maosfera en un cierto momento y resol-
ver las complicadas ecuaciones que ri-
gen su movimiento veria invalidado su
trabajo por la pequefiisima perturba-
cién producida por el imprevisto batir
de las alas de una mariposa. Tomada al

6. SISTEMA formado por tres coerpos quoe se alraen gravitatoriamente. No es integrable y tiene movi-
mientos cadticos, como exhibe claramente el efemplo, estudiado por Sitnikev. Un planeta de masa pequeria
{raje) estd sometido al campo gravitario de una estrella doble, formada por dos primartas iguales (azud) que
describen elipses alrededor de su centro de masas G y se mueve perpendicularmente al plano ;7 de las elipses,
El planeta oscila ¥ su movimiento esti caracterizado por Jos intervalos de empo entre dos cruces sucesivos
del plano . Llamemos a éstos - Bajo ciertas condiclones poco restrictivas, dada cualquier sucesion de
nimeros aleatorios, extsle on movimiento coyos 1 coinciden con ellos. En otras palabras, hay conjuntos de
soluchomes nsocindas a pucesiones infinitas de niimeros al azar, El papel destacado que ¢l orden y lo regular
desempeiian en muestra clencin se debe, en buena medida, 3 que vivimos girando en torno a un Sol simple.
Pues, coma les valores de 7, som lo andlogo al perfodo de nmestros planetas, un Kepler, miembro de una

civilizacidn situada en una drbita alrededor de mma es

trella en un sistema doble, se habria visto ohligado a

abandonar su propésite de encontrar leyes regulares para ol movimiento de un sistema solar.

18

pie de la letra, esta afirmacién es exa-
gerada, pero ilustra, de modo muy ex-
presivo, la raiz de la dificultad: la sen-
sibilidad extrema a pequeiios cambios,

El problema fundamental en el es-
tudio del movimiento de un sistema es
la solucién de sus ecuaciones, que ex-
presan la evolucién temporal de las
coordenadas y los » momentos (o,
equivalentemente, de las » coordena-
das y las n velocidades) de dicho sis-
tema, Esos 2n valores representan un
punto en el llamado espacio de las fases
que tiene 2n dimensiones. Al avanzar
el tiempo, ese punto se mueve descri-
biendo una curva, por lo que se puede
expresar la solucion del problema
como una familia de 6rbitas o trayec-
torias en dicho espacio de las fases. Por
recordar el conjunto de lineas de co-

rriente de un fluido, se habla del flujo -

asociado a las ecuaciones del movi-
miento, pudiéndose asi emplear méto-
dos geométricos de ficil intuicién.

ara obtener esa solucién es preciso
P hallar las 2n funciones que repre-
sentan la variacién en el tiempo de las
n coordenadas y las n velocidades, Y
para lograrlo es pregiso reducir las
ecuaciones diferenciales a integrales de
funciones conocidas, lo que en la jerga
usual se denomina reducirlas a cuadra-
turas, cosa que es imposible en general,
en contra de una idea muy extendida.
Cuando si se puede hacer, se dice que
el sistema es integrable y ocurre enton-
Ces que su comportamiento es regular
¥ predecible. Cuando no, el sistema se
llama no integrable y tiene sensiblidad
fuerte a los datos iniciales y compor-
tamiento cadtico. El significado fisico
de la integrabilidad reside asi en la po-
sibilidad de obtener férmulas analiticas
que expresan la evolucion del sistema
en funcién del tiempo, para cualquier
valor de éste. En el caso no integrable,
esto no siempre es posible, pues las so-
luciones que expresan muchos de sus
movimientos dejan de ser vilidas al
cabo de un tiempo, mayor o menor,
pero finito. Debe insistirse, sin em-
bargo, en que, aunque un sistema no
integrable tiene siempre movimientos
cadticos, no todos lo son en general,
por lo que puede exhibir también otros
regulares. La no integrabilidad de un
sistema es una dificultad que no puede
superarse simplemente recurriendo al
anilisis numérico, ya que la extremada

-sensibilidad a los errores, inevitables

en todo método aproximado, hace muy
dificil el cilculo con ordenador para
tiempos cortos e imposible para tiem-
pos largos.

Es muy necesario, pues, disponer de
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7. ESTABILIDAD DEL SISTEMA SOLAR. Como la masa de los planetas es
unas mil veces menor gue la del Sol, en una primera aproximacidn se poede
despreciar el movimbento de éste y las fuerzas entre aquéllos. Se ohtiene asi un
sistema integrable, con todos sus movimientos regulares, en los quecada planeta
describe una elipse kepleriana. Pero, al tener en cuenta las interacciones entre
los planetas, el problema deja de ser integrable ¥ las elipses se modifican, no
pudiendo excluirse la posibilidad de que algumo de ellos empiece a aumentar su
distamcia del Sol y se inicie una drbita cadtica que leve a s expulsion al espacio
exterior. A lo largo del siglo x1x, muchos astrinomos se esforzaron en probar
que esto no podin suceder ¥ que el sistema solar era estable, perosin conseguirio.
Incluso el rey Oscar I de Suecta ofrecitun premioa quien aclarase esta cuestidn,
que fue concedido a Poincaré, por sus grandes contribuciones, a pesar de que

G ASTEROIDES

TJUPITER @SATUANG 9 URANOD 10 NEPTUNO 11 PLUTON
no llegaron a dilucidar totalmente &l problema. Desde 1954, gracias al teorema
KAM, inicinles de Kolmogorov, Arnold ¥ Moser, autores del mismo (y que dice
que Ins perturbaciones pequedias silo destruyen parcialmente la regularidad),
se piensa que ln pertarbacién introducida por las foerzas interplanetarias no
destruye todns las drhitas regulares; antes bien, debido a la pequenes de las
masas de Jos planetas frente a la del Sol, la mayoria de los movimientos en los
quelos planetassignen drhitas proximas a elipses de Kepler enun cierto intervalo
de tiempo contindan asi por siempre. Pero no todos, por o que no se puede
probar que el sistema solar ¢sté en un movimiento regolar y nunca se expulse
un planeta o se produzca una colisiin, Ese ha sido el destine de muchos de los
miembros menores del sistema. Y asf ocorrird probablemente con Quirdn, que
se moeve entre Saturno ¥ Urano en ona drbita excémtrica inestable.

alglin criterio que permita determinar
si un sistema es integrable o no. Existe
un teorema debido al francés Liouville
(1835) que cumple precisamente esa
misidn ¥ cuya importancia se acrecienta
un siglo después de ser propuesto. Los
sistemas hamiltonianos tienen todos al
menos una cantidad conservada, la
energia, que se mantiene constante a lo
largo del tiempo. El teorema de Liou-
ville afirma que si un sistema de » gra-
dos de libertad tiene no sdlo una sino
n cantidades conservadas independien-
tes (la energia y otras n-1 mis), su so-
lucién se puede obtener mediante cua-
draturas. :

Para comprender las implicaciones
del teorema de Liouville consideremos
algunos ejemplos. Los sistemas de un
grado de libertad cumplen sus condi-
ciones, pues tienen una cantidad con-
servada, la energia, por lo que son to-
dos integrables y no cadticos. Asi, toda
particula moviéndose en una dimen-
sién bajo la accidn de una fuerza de-
pendiente de su posicidn lo hace siem-
pre de modo regular. En el caso de 2
grados de libertad, un punto material
en un plano por ejemplo, partiendo de
que la energia es constante bastard,
para que el sistema sea integrable, con
que tenga otra variable conservada in-
dependiente de la energia. Esto ocurre
si la fuerza no depende de la direccion,
sino sélo de la distancia, pues entonces
se conserva el momento cinético. La fa-

mosa ley de las dreas de Kepler (dreas
barridas en tiempos iguales son iguales)
equivale a la conservacion del mo-
mento cinético, por lo que garantiza
que un planeta sometido a la fuerza del
Sol se mueve de modo regular ¥ no cad-
tico en el plano de su drbita.

Pero en el caso de una fuerza F cual-
guiera no existe esa segunda ley de
conservacion, por lo que el problema
del movimiento de un punto en el
plano no es integrable en general. No
lo es, por ejemplo, si F tiene por com-
ponentes F, = —kxy*; F, = —kx’y (o,
equivalentemente, si el Eutam:ial es V
igual a la mitad de kx'y"), donde k es
una constante. La inocencia aparente
de esta fuerza muestra de nuevo cdmo
el comportamiento cadtico suele it aso-
ciado a formas simples.

En un sistema de n grados de liber-
tad, podemos asegurar que es in-
tegrable si encontramos n cantidades
conservadas que cumplen las condicio-
nes del teorema de Liouville. Si no las
hallamos, no podremos asegurar nada,
porgue quizas esto se deba a la dificul-
tad del problema o a no haberlas bus-
cado con suficiente habilidad. Pero al-
gunas veces es posible probar que esas
magnitudes no existen, por lo que el
sistema debe ser cadtico. El mis fa-
maso de ellos es el de los tres cuerpos
que se atraen gravitatoriamente; ya en
el siglo xi1x, Bruns y Poincaré demos-

traron que no tiene un nimero sufi-
ciente de cantidades conservadas.
Tras conocer la caracterizacién de
los sistemas integrables dada por el teo-
rema de Liouville, surge de modo na-
tural una pregunta. Admitiendo que
existen sistemas no integrables que
ofrecen un comportamiento cadtico,
jcudl es la relevancia real de ese fe-
némeno? En otras palabras, ;son los
sistemas no integrables casos patolégi-
cos que no deben afectar al desarrollo
de una teoria del movimiento méds que
como una curiosidad? O, por el contra-
tio, ;jtienen cierta importancia en el
mundo fisico? ;Es la integrabilidad la
norma o la excepcién? Supongamos
gue un ordenador elige sistemas diné-
micos hamiltonianos al azar, para lo
gue bastarfa con generar ecuaciones de
movimiento de manera aleatoria, por
ejemplo, dando los coeficientes de su
desarrollo en serie. Pues bien, en ge-
neral el sistema asi obtenido serd no in-
tegrable y cadtico y sdlo de modo ex-
cepcional serd integrable y regular.
Esto es una consecuencia inmediata de
dos teoremas de C.L. Siegel, sugeridos
en la obra de Poincaré, que se refieren
a sistemas dindmicos analiticos, es de-
cir, cuyas funciones de energia son de-
sarrollables en serie; dichos teoremas
afirman que, dado un sistema cual-
quiera, integrable o no, existen infini-
tos otros no integrables cuyas ecuacio-
nes se diferencian de las del pnmero
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#. LOS ASTEROIDES se mueven bajo la accidn del Sol, con periodos de revolucion gqoe dependen de su
distancia, peroestin sometidos ala perturbacién debidaa Japiter. Por tanto, segin el teorema KA M, algunos
de sus movimientos son regolares ¥ otvos cadticos. Los que se mueven regolarmente permanecen en sos
- drbitas, pero los que siguen trayectorias cadticas terminan por desaparecer al cabo del tiempo. Hace va més
de 100 afios que se sabe que la distribocién del ndmero de asteroides en funcidn desn frecuencia de revolucian
alrededor del Sol presenta ausencias en squellas cuyo coclente por la de Japiter es un nimero racional s,
COHL At ¥ 1 pequeiios, qoe es lo que cabe esperar del teorema citado; pues los gque faltan estarian en resonancia
con &l planeta, cuyo efecto, al eabo de muchos ciclos, acaba por sacarles de su drbita. Algo parecido ocurre
con Saturno, donde la perturbacion debida o alpunos satélites es Ia causa de los huecos entre los anillos,

tan poco como se quieta, pero que no
existen, en general, infinitos sistemas
integrables con la misma propiedad.
Por tanto, cualquier pequefia modifi-
cacién de un sistema dotado de com-
portamiento regular puede introducir
caoticidad. De donde se infiere que la
integrabilidad y regularidad son excep-
cidn, no la norma.

n el caso de sistemas integrables,
E las trayectorias aparecen ordena-
damente en el espacio de las fases de
2n dimensiones, ocupando de modo
natural superficies de n dimensiones,
Cuando hay caos, algunas trayectorias
adquieren una forma tan compleja y re-
torcida que se salen de toda superficie
de ese tipo y exploran . incluso vold-
menes de 2n dimensiones. Esto suele
ocurnir s6lo en algunas regiones, mien-
tras que en otras las trayectorias son re-
gulares. Como nunca podemos elimi-
nar los efectos del resto del universo
sobre un sistema, resulta especialmente
importante saber lo que ocurre cuando
se perturba ligeramente un sistema in-
tegrable. El formado por sélo dos cuer-
pos en interaccidn gravitatoria lo es,
por lo que un ejemplo de lo anterior
podria ser el planeta Marte movién-
dose bajo la accidn del Sol v sometido
a la fuerza perturbadora de Japiter. O
también todo el sistema solar, consi-
derando como perturbacién al movi-
miento en elipses de Kepler las fuerzas
entre los planetas y los de éstos sobre
el Sol, que se pueden despreciar en una
primera aproximacion. Ninguno de es-
tos dos sistemas es integrable, lo que
puede parecer sorprendente por lo
arraigada que estd en nuestra cultura la
idea de la regularidad del sistema solar.

20

Pero la no integrabilidad implica la
existencia de movimientos desordena-
dos y turbulentos, por lo que podria
ocurrir que los efectos de las fuerzas
entre los planetas, aunque débiles en
comparacién con las producidas por el
Sol, vayan alejindolos poco a poco de
sus Orbitas keplerianas, iniciando un
movimiento cadtico que acabe incluso
con la expulsion de uno de ellos.

El importante teorema KAM (inicia-
les de Kolmogorov, que lo propuso en
1954, vy de Arnold y Moser, que com-
pletaron la prueba pocos afios mids
tarde) aclara este problema. Afirma
que, al introducir una perturbacién a
un sistema integrable cuya intensidad
se caracteriza por el pardmetro e, apa-
rece caos, pero su extensidn e impor-
tancia dependen de €. El volumen del
espacio de las fases con comporta-
miento cadtico tiende a cero con € y au-
menta asimismo con él, por lo que los
movimientos regulares y cadticos coe-
xisten, estando incluso arbitrariamente
cerca los unos de los otros, En otras pa-
labras, las perturbaciones pequedias a
un sistema integrable introducen tur-
bulencia y caos, pero respetan parte del
orden, dependiendo la proporcién de
cada uno en la intensidad perturba-
dora. Aplicado al sistema solar, el teo-
rema KAM permite asegurar que hay
movimientos regulares, en los que los
planetas se mueven en Grbitas muy pro-
ximas a elipses de Kepler. Pero no se
puede asegurar que estemos ahora en
uno de ellos [véase la figura 7].

Todas estas consideraciones se refie-
ren a sistemas hamiltonianos en los que
se conserva la energia. En el caso més
extremo, no hay ninguna otra cantidad
conservada, por lo que estamos lo més

lejos posible de las condiciones del teo-
rema de Liouville. El caos se generaliza
entonces a todos los movimientos, que
aparecen erriticamente entremezcla-
dos. De manera mds precisa las dérbitas,
salvo posiblemente algunas excepcio-
nales, llegan a pasar arbitrariamente
cerca de los puntos representativos de
todos los estados posibles, Estos siste-
mas se llaman ergddicos, porque cum-
plen la hipétesis ergddica de que se ha-
blé antes. Las consideraciones prece-
dentes muestran que, tras muchos afos
de confusion, se empieza a entender el
problema planteado por Boltzmann y
que su famosa hipdtesis ergodica es in-
correcta: los sistemas integrables, to-
talmente regulares, y los ergddicos, to-
talmente desordenados, son casos ex-
tremos, teniendo el sistema penérico
movimientos de los dos tipos. Con-
viene afiadir que se sabe que la ergo-
dicidad simple representa un grado
muy reducido de desorden. A partir de
ella hay toda una sucesion de formas de
caos de violencia creciente que son ob-
jeto hoy dia de gran atencién. Entre
ellos cabe mencionar el llamado gas de
esferas duras, que sirve de modelo de
multitud de fendénemos, como son la di-
fusién de una mezcla de gases o un gas
en un recinto.

n los razonamientos anteriores se
habla frecuentemente de movi-
miento regular como de aquel que
puede predecirse y de cadtico o tur-
bulento como aquel en el que eso es
imposible porque no aparece ninguna
pauta regular. El concepto de regula-
ridad tiene una larga tradicién cienti-
fica. Se usa mucho en expresiones tales
como “regularidad de la naturaleza™ y
se suele decir que uno de los pasos mds
importantes del método cientifico con-
siste en observar regularidades para
tratar luego de explicarlas. Pero, ;qué
es realmente una pauta regular? Tra-
taremos ahora de dar un sentido pre-
ciso a este dificil concepto. Al observar
un cambio o un movimiento, es posible
a4 veces reconocer una lecurrencia
clara. Tal es el caso cuando el fend-
meno estudiado es periddico, como
ocurre con la sucesion del dia y la no-
che o con la de las cuatro estaciones.
Pero, si no sucede asi, no se puede ase-
gurar que, tras un tiempo suficiente, no
aparezca alguna pauta imprevista,
Para aclarar esta cuestion conviene
considerar la llamada evolucién en
grano grueso del sistema. Dividese,
con tal fin, el espacio de las fases en un
cierto mimero m de celdas, y se reali-
zan observaciones a intervalos regula-
res (cada segundo, cada dia o cada



ano), anotando el nimero de la celda
en que esti el punto representativo del
sistema en ese momento y obteniendo
asi una sucesion de nimercs menores o
iguales a m. Si el movimiento no es
cadtico, la sucesidn tendrd alguna re-
golaridad; en la situacién contraria no
se observard ninguna, y la lista de nd-
meros serd semejante a la obtenida ju-
gando repetidamente con una ruleta de
m resultados posibles o tirando un
dado con m caras iguales.

Sirvanos de ejemplo el estudio del
movimiento del Sol sobre el fondo de
las estrellas, dividiendo el cielo en 12
celdas iguales. 5i anotamos el nimero
de la celda en que estd cada mes, ob-
tendremos una sucesion de nameros
entre 1 y 12 de gran regularidad, pues
no solo es periddica, sino incluso si-
nusoidal (reciben este nombre las fun-
ciones de la forma A sen ¢, con
=+ ¢y, siendo ¢ el tiempo, w la fre-
cuencia ¥ A v ¢y cantidades constan-
tes), por lo que tiene una sola frecuen-
cia que vale un ciclo por afic. No cabe
duda de que, conociendo la posicidn
del S0l hasta el mes actual podemos
predecir con éxito cual serd la del pro-

ximo (esta division del cielo en 12 par-
tes es la usada en astrologia para rea-
lizar los hordscopos). Hay otros casos
en gque el movimiento se puede escribir
como suma de varios términos sinusoi-
dales, cada uno con una frecuencia dis-
tinta, por lo que se aplica el nombre de
casi periddicos. Cuando asi ocurre, la
regularidad es algo méds complicada,
pero ain reconocible. 5i, por ejemplo,
observamos a Jipiter y anotamos su
posicion cada mies, nuestros datos re-
flejardn mezcladas las dos frecuencias
de movimiento de revolucion de Jipi-
ter y de la Tierra alrededor del Sol. 5i
estudiamos uno de sus satélites, ten-
dremos tres frecuencias, ya que habri
que afadir a las anteriores la del mo-
vimiento de éste alrededor de Jupiter.

En general, los sistemnas casi perid-
dicos con n frecuencias tienen pautas
de evolucion més complicadas que los
simplemente periddicos, pero pueden
ser considerados como regulares, aun-
que al crecer el nimero de frecuencias
se hace mas dificil hacer predicciones
fiables, por razones de tipo prictico.
Pero hay sistemas cuyas trayectorias
son tan complejas que, para expresar-

las como superposicién de movimien-
tos periddicos, se necesita un ndmero
infinito de frecuencias, de forma que el
llamado espectro de frecuencias es con-
tinuo. En esos casos, por mucho que se
analice su comportamiento ¥ por mu-
cho tiempo que se espere, nunca po-
dremos encontrar una recurrencia per-
manente. Son los casos en que hay sen-
sibilidad fuerte a los datos iniciales; son
también los movimientos cadticos. De
esta manera se identifica la pauta re-
gular con conjunto discreto de frecuen-
cias. Conviene advertir que, aun en el
caso continuo, se pueden hacer predic-
ciones, pero su fiabilidad desaparece
siempre al cabo de un cierto tiempo,
que serd tanto menor cuanto mayor sea
la intensidad del caos. Como dice gré-
ficamente Ilya Prigogine, nuestra vi-
sion del mundo se realiza a través de
una ventana temporal, més alld de la
cual nuestro conocimiento desaparece.

ara precisar un poco més estos con-
ceptos consideremos un sistema di-
namico discreto en el intervalo (0,1),
determinista y de gran sencillez, que, a
pesar de ello, posee drbitas equivalen-
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9. TRANSFORMACION DEL PANADERQ. Se trata de un sistema dindmico
en el que un punto evoluciona en el cuadrado unidad a intervalos discretos de
tiempo. Si (x.¥) son sus coordenadas en el instante f-simo, sus valores en el
probar que ¢l sistema solar esté en un movimiento regular y nunca se expulse
I8¢ encuentre entre 0 ¥ 172, Cuando x,se halle entre 112 y 1, los valores de las
coordenadns seriin: X, = 2x,—1; ¥, ;= (¥, + I)/2. Como se ve en (g), se trata de
un movimiento parecido al que hace un panadero sobre la masa, lo que da origen
asu nombre. Partiendo de uma semilla o punto inicial (£5.¥,), queda totalmente
determinada la sucesiin (x;,0), (X2,02h0 op (X Fide ory mediante operaciones muy
simples (multiplicacitn y divisién por 2, suma ¥ resia de 1). Es, por tanto, m
sistema determinista. A pesar de ello, tiene un comportamiento extremada-
mente cadtico, que hace imposible la prediceién para valores grandes de . For
ejemplo, si dividimos el cundrado en las reglones B, y B_, y asipnamos a cada
X; un signo mds o un signo menos, segin en cusl de ellas se encuentre, las suce-
shomes de slgnos tienen, en general, las mismas propiedades que las de los re-
sultados de un juego a cara o cruz. Los valores x ¢ y pueden considerarse coor-

denadas en un toro (¢}, representando en esé caso cada una el nimero de vueltas
g o largo de uno de los cominos irreducibles. Por eso se dice que esta transfor-
macion define un sistema dindmico sobre el toro. Al cabo de @ intervalos de
tiempo, cunlquier figura aparece rota en piezas verticales que se distorsionan al
extenderse en i bandas horizontales, por lo que cualquier estructura se hace
ripidamente irreconocible. Toda regidn s¢ llega a romper en cada paso en varias
separadas, por lo que un conjonto de punlos priximos entre si se reparte uni-
formemente en el cusdrado al erecer {, como se puede comprobar fécilmente
mediante cilculos simples, por o que se plerde memoria de la situacion inicial.
En {d)aparecerepresentada I décima generaciin de 16 semillas que distan entre
si menos de 0,001 ¥ estin dentro del circolo; se reparten por el cuadrado de
maners cadtica. Los errores se agrandan de tal modo gque, sila semilla se conoce
con una aproximacidn de 1/2°, se ignora totalmente la situacidn del sistema a
partir de la generaciin n-sima. La transformacién del panadero sirve de modelo
para sistemas de comportamicnto extremadamente cadticn denominados mez-
cladores, en los que se pierde capidamente la informacidn de la situscidn inbcial.
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tes a sucesiones infinitas de tiradas a
cara o cruz. Se trata del sistema defi-
nido por la ecuacion x,,; = 2x(médulo
1) donde (médulo 1) significa que se
resta la parte entera y nos quedamos
con la parte decimal. De esta forma se
obtiene una sucesion de nimeros x,,
Xy, Xa...y Xy-.. UE estd completamente
determinada por la semilla x,. No nos
importa ahora la interpretacién fisica
de esos nimeros, pues nos sirven ni-
camente de modelo de evolucién de-
terminista. Podemos pensar en ellos
como en los valores de una variable de
cualquier sistema medidos a intervalos
constantes de tiempo o en la poblacién
de una especie en un territorio en ge-
- meraciones sucesivas. Lo que importa
es que sus propiedades, que son de es-
tudio simple, pueden aparecsr en otras
pautas de evolucion.

Dado el valor de x en el tiempo ¢,
para obtener el correspondiente a #+1
basta con multiplicar por 2 y tomar la
parte decimal; las operaciones son sim-
ples (un ejemplo de sucesion seria 0,65;
0.3; 0,6; 0,2; 0,4...). Es fécil, ademas,
obtener la solucion correspondiente a
toda semilla x;; evidentemente ésta es
X, = 2'xy (modulo 1). Resulta conve-
niente expresar la ecuacién en base 2,
en la que todos los nimeros del inter-
valo (0,1) se escriben como una suce-
sion infinita de ceros vy unos, tras un

cero ¥ la coma decimal; asi, por ejem-
plo, xy = 0,100111101... En base 10,
multiplicar por 10 y restar la parte en-
tera a un nimero entre 0 y 1 equivalen
a borrar la primera cifra decimal. Lo
mismo ocurre en base 2, por lo que el
paso de una generacién a la siguiente
se realiza también quitando el primer
digito tras la coma; x, se obtiene, pues,
de la semilla x; borrando las primeras
t cifras. Descilibrese asi que todos los x,
estin determinados por la cadena de
digitos de x;. La de un niimero racional
(es decir, de la forma p/g con p y g en-
teros) es periddica, a partir de un cierto
digito, mientras que la de un irracional
no sigue ninguna pauta recomocible,
Por ello, las semillas racionales dan su-
cesiones periddicas; las irracionales,
cadticas. Y como todo racional estd in-
finitamente cerca de irracionales y vi-
ceversa, el orden y el caos estan aqui
intimamente imbricados.

Dos semillas muy préximas dan lugar
a sucesiones que, al cabo de un tiempo,
no tienen nada que ver entre si. Pues si
coinciden sus n primeras cifras, los va-
lores posteriores a x,; serdn totalmente
distintos, si difieren en la n+1. Ani-
logamente, si xy se conoce sdlo con n
cifras decimales, no se puede decir
nada de x, ., ya que éste se obtiene bo-
rrando esas # cifras, Esto se debe a que
en cada paso se dobla el error, por lo

que llega a ser tan grande que la pre-
diccidn es imposible, a pesar de que se
trata de un sistema determinista. La
anica forma de poder predecir para to-
das las generaciones es conocer las in-
finitas cifras decimales de xy, lo que es
imposible, Tenemos asi un sistema que
es cadtico y determinista; cadtico o tur-
bulento porque la mayoria de sus mo-
vimientos no siguen pautas regulares;
determinista, porque la semilla deter-
mina la sucesién y, ademas, imprede-
cible porque hay sensiblidad fuerte a
las condiciones iniciales. Por sorpren-
dente que resulte, son muchos los sis-
temas fisicos que se comportan asi,

Cunsidarenms ahora una particién
de grano grueso muy sencilla, for-
mada por sélo dos celdas: la de la iz-
quierda, a la que asignamos el digito 0
¥ que consta de los nimeros menores
que 1/2, y la de la derecha, constituida
por los que son mayores o iguales que
1/2 a la_que denominaremos celda 1.
Como los nimeros de la primera em-
piezan su parte decimal con cero y con
uno los de la segunda, la- sucesion de las
medidas que indican si x, estd a la de-
recha o a la izquierda coincide exacta-
mente con la de cifras decimales de x,.
Ahora bien, si nos dan una sucesion de
1y 0, jes posible determinar si procede
de una semilla x; o de una sucesion de
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10. ESPECTRO DE FRECUENCIAS DE UN MOVIMIENTO. Para estudiar
el tipo de evolucion temporal dado por la funcién x(¢) conviene examinar su
espectro de frecuencias E(w); x(f) podria representar cualquier variable de cual-
quier sistema (por ejemplo, una sefial luminosa, el registro de un encefalograma
o de un sismografo o la temperatura media de una ciudad en el mes t-simo) y su
espectro de frecuencias es analogo al de colores de la luz o al de notas musicales

0

del sonido. Se han representado tres casos y, en cada uno, la seial x(z) y su es-
pectro de frecuencias E(w). Cuando la senial es sinusoidal pura (a), sélo hay un
““color”’, es decir, una frecuencia, indicada por el pico en E(w). La evolucién es
muy regular. En el caso casi periddico (b), intervienen varias frecuencias (nueve
en el caso de esta ilustracién) y 1a evolucion es simple, aunque més compleja que
en (g). Cuando el espectro es continuo (c), la sefial resulta ser cadtica.
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11. MODELQ SIMPLIFTICATHO de i evoducion de una molécula colislonande con otras iguales en un gas.
Una particula punitual se mueve en un billar formado por diseos regularmente espaciados en bos goe rebata
de forma eldstica. El movinventn e impeedecible porgue las trayectorias priximas se separan exponen-
. cialmente, con una sensibilidad muy fuerte a combios en los dulos iniciales, Para predecir el movimiento
dande los i discos correspondientes a las primerss » colisiones, vs necesario especificar la posicién ¥ la
velocidad inicial com un mimers de cifras significativas, C, propoccionl n s, Conlasdimensiones de la figura,
purn predecir 12 colislones se necesita conocer low datos inleiales con i error menor que nna billonésima y
si lus conocemos con i cifras significativas o podremns decir nada de ln evolucién desde la colisién g1,

liradas de una moneda, asignando ) a

lacara v 1 ala cruz? Se suele decir que

son indistinguibles, en general: se trata,
en efeclo, de sucesiones aleatorias.
Pero, ;qué significa que una sucesion
sea aleatoria? La teoria de la comple-
jidad, debida sobre todo al matematico
ruso Kolmogoroy, viene en nuestro au-
giliv. En clla la regularidad de una su-
cesion se caracteriza por la cantidad de
mformacidn necesaria para especifi-
carla. Pues cuanta mas regular u or-
denada sea, menos informacidn encie-
rra y Teciprocamente. Por simplicidad
seguimos considerande sdlo sucesiones
binarias de 0y 1; cada término contiene
1 bit de informacidn. Resulta, por ello,
natural definir la complejidad K™ (K
por Kolmogorov) de una cadena de n
ceros o unos como ¢l nimera de bits
del programa de ordenador més corto
con ¢l que se puede imprimir esa ca-
dena. (Kolmogoroy mostrd gue existe
un ordenador universal que es capaz de
conseguir ¢l programa mas corto,)
Supongamos ahora una  sucesidn
muy simple, formada por » ceros; el
programa minimo seria “IMPRIMIR 0,
7 veces”, que consta aproximadamente
de log, (n) bits para n grande. En el
otro extremo, la longitud del programa
para la sucesidén {a,}, por muy com-
pleja que ésta sea, no puede ser mucho
mayor que s, pues siempre se puede
usar ¢l programa “IMPRIMIR a,, @,
a," que tiene aproximadamente n
bits para » grande. En el caso de mi-
xima complejidad, 1a forma més simple
de especificar la cadena es enumerarla;
parece adecuado pues, calificarla como
aleatoria ¥, en nuestro contexto, cad-
tica, Yendo ahora al caso de sucesiones
infinitas, sc define su complejidad

como K = lim(K"™n), conn gue Licnde
a crecer infinitamente; si se trata de
una repeticidn del mismo digito, ese
valor tiende a cero y lo mismo ocurre
si es periddica. Esto indica que en una
sucesion periddica hay informacion re-
dundante.

En ¢l case de que K sea mayor que
cero la complejidad es mixima y la su-
cesion merece el calificativo de alea-
toria, v el movimiento asociado de cad-
tico, pues es totalmente impredecible,
al ser incalenlable mediante la iteracion
de wn algoritmo finito. Volviendo
ahora a nuestro ejemplo, se puede pro-
bar que casi lodas las sucesiones tienen
médxima complejidad, por lo gque las ér-
bitas correspondientes son realmente
cadticas, pues la mayoria de los reales,
en el sentido de la medida, tienen ca-
denas de digitos de méxima compleji-
dad ¥ son, por tanto, incalculables me-
dhante la repeticién de un esquema que
contenga un namero finito de operacio-
nes.

Estﬂs ideas nos pueden llevar a com-
prender en qué consiste el movi-
miento cadtico. Simplemente, la ma-
yoria de los sistemas dindimicos licnen
trayectorias que no pueden calcularse
para todo valor del liempo mediante la
iteracidn de un algoritmo tinito y estin,
por Lanto, fuera de la capacidad de una
inteligencia humana. Como el sislema
dindmico genérico tiene a la vez mo-
vimientos calculables ¢ incalculables, la
introduccién de las probabilidades v el
dualismir  determinismo-probabilismao
s una necesaria manifestacion de la fi-
nitud del hombre en su lucha por con-
seguir una descripeidn matemética de
la naturaleza.





