Movimiento cadtico

Los sistemas dindmicos deterministas, cuyo dmbito de aplicacién cubre todas

las ramas de la ciencia, tienen movimientos de tal complejidad que resulta

zmpos:b!e toda pred:ccmn por cuya razon reciben el nombre de cadticos

no de los resultados mds sor-
l l prendentes de la fisica de los
tiltimos afos es la comproba-
cidn y el entendimiento de que, en con-
tra de la idea que se tiene de la ciencia
como descripeion de la regularidad de
la naturaleza, la mayoria de los siste-
mas dindmicos deterministas tienen
movimientos tan complejos, con sus
trayectorias entrecruzindose de forma
. tan errdtica y turbulenta, que resulta
imposible toda prediccidn detallada
para tiempos grandes y extremada-
mente dificil su estudio. En esos casos
se habla de caos, de comportamiento
cadtico, turbulento o estocéstico.
Constituye su caracteristica més im-
portante la extremada sensibilidad de
los movimientos a pequefias variacio-

nes en las posiciones iniciales, que son

imposibles de eliminar, bien como re-
sultado de inevitables imprecisiones en
las medidas, bien debidas a necesarias
aproximaciones en los métodos de cil-
culo. Significa esto que dos trayectorias
posibles que en el instante inicial estdn
muy proximas pueden separarse de
forma brusca y violenta al cabo de un
tiempo, sin ninguna intervencién exte-
rior, por lo que una pequeiia impreci-
sién en el dato inicial hace que poda-
mos confundir una con la otra, lo que

equivale a un error grande e, incluso,

a un desconocimiento completo del es-
tado final. Desde hace miles de afios se
utiliza esta caracteristica de algunos sis-
temas en los juegos de azar (dados,
monedas, ruletas) o para fines mégicos
o adivinatorios (cartomancia). En esos
casos, aungue se pueden hacer predic-
ciones vélidas si el tiempo es corto, se
hacen muy dificiles cuando éste au-
menta, hasta resultar imposibles con el
crecimiento incontrolable del error.

Se sabia que esa estocasticidad o
aleatoriedad aparece en sistemas con
un nimero grande de grados de liber-
tad. (Por grado de libertad se entiende
cada una de las variables necesarias
para la descripcién de un sistema.)
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Pero resulta notable y nueva la cons-

tatacién de que eso ocurre con una
enorme  generalidad, insospechada
hasta hace poco, incluso en sistemas de
aspecto muy simple con sélo dos o po-
cos mds grados. Aunque Henri Poin-
caré y Albert Einstein lanzaron llama-
das de atencién sobre el problema, su
preocupacién no llegd a calar hasta los
iltimos afos. Se tiene ahora la con-
ciencia de que sus importantes conse-
cuencias no solo afectan a la fisica, la
astronomia, la biologia y otras ciencias
afines, sino que incluso obligan a re-
plantear aspectos bdsicos de la teoria
de la ciencia. El descubrimiento de la
ubicuidad del caos es, sin duda, la ter-
cera gran revolucion de la fisica del si-
glo XX, junto con las de la relatividad y
la teoria cudntica, y sus consecuencias
son, en opinidn de muchos, de trascen-
dencia comparable a las de éstas.

Todu esto puede causar sorpresa en
una sociedad construida sobre la

capacidad de la ciencia de predecir
acertadamente el comportamiento del
mundo material, pues el hombre hace
constantemente predicciones que re-
sultan correctas. La paradoja se explica
porque uno de los criterios para la se-
leccion de los problemas a estudiar es
el de simplicidad, lo que hace que los
cientificos hayan escogido, para em-
pezar su aproximacion al mundo fisico,
una primera clase de problemas ficil-
mente resolubles en los que la evolu-
cion temporal sigue pautas sencillas.
Conviene que el lector se familiarice
con algunas nociones bédsicas que ire-
mos manejando a lo largo del trabajo,
Llamaremos coordenadas al conjunto
de variables necesarias para la descrip-
cidn geométrica de un sistema. En la
mayoria de los casos son distancias o
dngulos, Sus derivadas con respecto al
tiempo son las velocidades. Para la des-
cripcién dindmica de un sistema se ne-
cesitan las coordenadas y las velocida-
des. A veces, si no siempre, convendri

echar mano de los momentos, que son
funciones de las velocidades. En el caso
de una particula que tengamos que de-
terminar mediante coordenadas carte-
sianas, los momentos equivalen al pro-
ducto de la masa por las componentes
de la velocidad,

Ya aludido, utilizaremos bastante el
concepto de nimero de grados de li-
bertad. Tritase del nimero de coor-
denadas independientes, o también de
momentos, La particula que imagine-
mos ubicada en el plano, que sabemos
posee dos dimensiones, tendra dos gra-
dos de libertad; tres en el espacio tri-
dimensional; n particulas en el espacio
tendrdn 3n grados. De acuerdo con
ello, el estado de un sistema es la es-
pecificacion del conjunto de los valores
de las n coordenadas y los » momentos
en un cierto tiempo. Y con el estado de
un sistema se relaciona el espacio de las
fases, que se define por el espacio de
Zn coordenadas, cuyos puntos corres-
ponden a los estados de un sistema, El
punto representativo de un sistema
describe una drbita o trayectoria al va-
riar el tiempo (avanzar o retroceder).

or razones de brevedad y sencillez,
P nos limitaremos en esta exposicidn
a sistemas clisicos, es decir, a aquellos
en que no intervienen los efectos de la
fisica cudntica. Y conviene, en primer
lugar, explicar por qué los éxitos de la
ciencia han podido llevar a la idea de
que las cosas evolucionan de manera
necesaria hacia un resultado previsible.
La mecénica, parte de la fisica y las ma-
temdticas que trata de la descripcién
del movimiento, le hace mediante
ecuaciones diferenciales, que son rela-
ciones que permiten calcular las acele-
raciones en funcidn de las posiciones y
las velocidades. Cada una de esas ecua-
ciones tiene infinitas soluciones que co-
rresponden a los infinitos movimientos
que podria seguir el objeto estudiado.
Pero sélo hay una que corresponda al
estado en el momento actual. (Estado



de un sistema significa aqui el dato de
todas las posiciones y velocidades.) Por
ello, conocida la ley, una vez dado el
estado actual, queda fijada la solucion,
es decir, el movimiento, para todos los
valores del tiempo. En otras palabras,
tanto el futuro como el pasado quedan

determinados por ¢l presente. Esta im-
portante propiedad de la teoria clasica
recibid el nombre de determinismo.
Sistemas deterministas son asi todos
los que obedecen las leves de la fisica
clasica u otras construidas segin el
misma principio, como s& hace a veces

en otras ciencias como la quimica, la
biologia ¥ la economia v se intenta ha-
cer en sociologia, por ejemplo. Deter-
minismo se identifica, por ello, con
predictividad, es decir, con-la capaci-
dad de predecir el futuro (o de post-

1. ORDEN Y CAOS, Japiter, con sus lunas v sus ciclones de diversos tamanios,
flustra expresivamente la dualidad orden-coos que se manifiesta, de manera
permanente ¥ nhicua, en la naturaleza, Io y Europa, dos de los cuatro satélites
descobiertos por Galiles en 1610, giran en forne al gran astro siguiendo drbitas
pstahles y regulares que cumplen lns leyes de Kepler. En cambio, en la turbulenia
superficie del pluneta, el coos se manifiesta en una impresionante variedad de
visrtices de distintos tamafios, tanto méas impredecibles cuanto mds peqoenos.
El mayor de ellos, la Gran Mancha Roja, descubierta por R. Hooke en 166, es
un enorme anticiclin en el que cabria lo tierra entera ¥ 5e mueve lentamente
desde hace mis de. 300 gios, de forma no violenta aungoe impredecible en sus
detalles. Oiros torbellinos menores tenen escalas de iempo de varios decenios,
perindos en que pueden predecirse aprocdmadamente sus movimientos. Tal es

decir el pasado) a partir (inicamente de

el caso del dvale blanco que se distingue claramente al sur de la Gran Mancha
Ruoja, aparecido inesperadamente en 1938 ¥ del que no se puede saber cudnto
durari. La escala de la turbulencia continga con remolinoes menores de movi-
mientos mds errdticos y vida miés corta, tan sdlo de afios o meses, hasta legar o
pequedios pero vertiginasos tornades que se forman y se destruyen en una agi-
taciin incesante, a la que silo se puede aplicar métodos estadisticos, El mismo
fendmeno se da en la atmdsfera terrestre, aungue con menor diversidad en las
esealns, desde los grandes ciclones v borraseas coyas vidos pueden durar varias
semanas, hasta los muy peqoedios turbiones v (rombas que se crean v desapa-
recen en momentos, pasando por los hurncanes v tifones. Mo ohstante lo ante-
rior, debe subrayarse que no s¢ puede excluir la posibilidad de gue Io ¥y Europa
entren en mevimiento cadtico debidoe a perturbaciones de olros cugrpos celestes.
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2. SISTEMA DINAMICO DISCRETO que exhibe con claridad cimo aparecen propiedades complejas de-
trds de operaclones matemdticas muy sencillas, Representamos la foncién y = bafl — x) con b = 1,9 (negro
continue), Dado un valor x,se traza nna linen vertical de abscisa x, hasta fix) , seguida de ona horizontal hasta
Ia bisectriz y = x; la noeva abscisa serd %, Refterando el proceso se obtiene una linea quebrada (negro de
trazes), coyossegmentos verticales tlenen ahscisas x;, Fy,..., e tienden a x*, determinada por la interseccitn
dif{x) conla bisectriz y = x (azed). Este sisterna podria formalizar el de la vida real constituido por una especie
biclégica en un territorio: x, seria cotonces ln poblaciin en la generacidn § y x* su nivel natoral.

los datos actuales. El sistema solar
ofrece abundantes muesiras, pues sus
astros estin siempre en las posiciones
predichas anteriormente, como atesti-
gua en estos momentos el paso del co-
meta Halley. Otro ejemplo, particular-
mente expresivo, es el del llamado
eclipse de Herodoto. Nos cuenta este
historiador griego que, cuando los li-
dios y los medos se enfrentaban en una
batalla, “el dia se transformd en noche
sibitamente™. El eclipse, que habia
sido predicho por Tales de Mileto, pro-
dujo tal impresidn a los contendientes
que cesarom inmediatamente el com-
bate y acordaron la paz. Pero Hero-
doto no da la fecha de la batalla, de la
que no hay ningin otro dato histonco.

Sin embargo, sabemos hoy que tuvo lu- .

gar el 28 de mayo del aio 584 a.C., por
la tarde. Para ello basta con resolver las
ecuaciones del sisterna solar, a partir de
su estado actual, lo que permite ase-
gurar que esa fue la fecha del eclipse.
Esta capacidad predictiva, de la que
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s empezd a tomar conciencia a partir
de Newton y Euler, sirvid de base con-
ceptual a una doctrina conocida como
mecanicisme, que influyé notable-
mente en el pensamiento posterior. El
francés Pierre Simon de Laplace la for-
mulé en su forma més radical en 1814
en su obra “*Ensayo filosdfico sobre las
probabilidades” en la que afirma, en
una famosa frase, que para “una inte-
ligencia que conociera en un instante
dado todas las fuerzas de la naturaleza
y la situacién de los seres que la com-
ponen ¥ fuera suficientemente pode-
rosa para someter esos datos al andlisis
matemitico... nada serfa incierto y el
futuro v el pasado estarian presentes
ante sus ojos”. Esti claro que para La-
place y el pensamiento mecanicista no
hay azar: todo estd determinado y todo
es predecible. Este punto de vista al-
canzd una enorme influencia y fue apli-
cado abundantemente, por ejemplo,
para negar la libertad humana como in-
compatible con Ia fisica ¥ la quimica.

Pero el estudio de sistemas comple-
jos con muchos grados de libertad,
como es €l caso de un litro de aire que
tiene unas 107 moléculas (10 billones
de billones) propicid el nacimiento de
otra tradicién. Pues, al resultar inapli-
cables los métodos deterministas por la
imposibilidad de manejar simultinea-
mente todos los datos, hubo que recu-
rrir a leyes probabilistas y al uso de va-
lores medios, de la misma manera que,
al estudiar la riqueza de un pais, se usa
¢l concepto de renta per cdpita. En ese
caso, no hay determinismo: solo se
pueden predecir probabilidades.

ientras que el mecanicismo consi-
deraba todos los movimientos
como regulares, el probabilismo los
concebia desordenados, tras la apa-
rente simplicidad de algunos casos.
Quizd la expresion més clara de ese de-
sorden se manifiesta en la famosa hi-
potesis ergodica, propuesta por el fisico
vienés Ludwig Boltzmann en 1871, De
acuerdo con la misma, todos los mo-
vimientos de un sistema pasan arbitra-
riamente cerca de cualquiera de sus es-
tados posibles si se espera un tiempo
suficiente. Como esto ocurriria para to-
das las condiciones iniciales, se com-
prende que deberia perderse la predic-
tividad, pues desde cualquier estado se
puede ir a cualquier otro. Pero, en ese
caso, se puede calcular el promedio de
una magnitud a lo largo del tiempo.
Puesto que en la evolucidn se pasa por
todos los estados posibles, dicho pro-
medio temporal debe ser igual al eva-
luado sobre los estados posibles, que es
mucho més ficil de caleular. De esta
forma, la hipitesis ergddica permite
obtener los promedios y se puede fun-
damentar la mecéinica estadistica. Este
punto de vista enfrenta a la frase de La-
place antes citada otra, no menos fa-
mosa, debida al escocés James Clerk

Maxwell: “La légica verdadera de este

mundo estd en el cilculo de probabili-
dades”

La oposicidn entre esas dos tradicio-
nes —mecanicismo y probabilismo— te-
nia antiguas raices histdricas. Pues De-
mderito, creador junto con Leucipo de
la teoria atomista, decia ya hacia el ano
400 a.C.: “todo se debe al azar yala
necesidad™; intentando conciliar asi el
devenir y el ser, base de las concepcio-
nes antagénicas de HerAclito y Parmé-
nides respectivamente. El que el bio-
quimico francés J. Monod eligiese pre-
cisamente esa fragse para titular su in-
fluyente libro “El azar y la necesidad™,
en el que trata de fundamentar la bio-
logia moderna, relacionando la nece-
sidad con la estabilidad de las especies



y el azar con las mutaciones, muestra
bien a las claras la importancia de esa
dualidad.

El determinismo y el probabilismo
podian convivir, pues parecian tener
sus respectivos campos de aplicacion.

Los sistemas con pocos grados de li-

bertad, como un planeta, quedaban en
la esfera de lo determinista; los que te-
nian muchos, como el litro de aire, en
el ambito de las probabilidades. Se sa-
bia, ademss, que algunos poseian, a la
vez, movimientos regulares y cadticos,
dependiendo de los datos iniciales o de
alpuna magnitud caracteristica como
una velocidad o la energia. Tal es el
caso de los fluidos, que pueden mo-
verse en régimen laminar o turbulento,
Pero siempre se tendia a asociar la im-
predecibilidad con un alto nimero de
grados de libertad. Por ello lo complejo
era una categoria cuantitativa, mera
acumulacion de elementos simples.
Pero la estructura conceptual de esa
dualidad era incorrecta, lo que suponia
una constanie fuente de incomodidad v
ambivalencia, situacién que se agravd
cuando se llegd a comprender, a finales
del siglo x1x, gracias sobre todo a Poin-
caré, que un sistema que deberia ser
simple, el de los tres cuerpos, ofrecia
también comportamiento cadtico im-
predecible. Ante ese grave problema,
se adoptd la tictica de ignorarlo, lo que
enredo la confusidn reinante. Sin de-
cirlo claramente, se presentaba el sis-
tema de los tres cuerpos como si fuera
una patologia, cuando es mds represen-
tativo de la dindmica genérica que el
péndulo o el oscilador, ejemplos con
que se suelen ilustrar las teorias.

mbas tradiciones tienen su parte

de razdn ¥ no son incompatibles.
Se ha llegado a entender como el de-
termimismo de las ecuaciones bésicas
no garantiza la predictividad en la préac-
tica. Para ello es necesario, ademas,
que al variar ligeramente los datos ini-
ciales no cambie mucho la trayectoria,
y asi nuestros inevitables errores no se
agranden al pasar el tiempo. 5e ha po-
dido demostrar que los sistemas dina-
micos tienen, en general y simultinea-
mente, movimientos regulares y cadti-
cos entrelazados, con datos iniciales ar-
bitrariamente proximos. Esto ocurre ya
en sistemas aislados con solo dos gra-
dos de libertad, ¢ incluso con uno solo
si estd sometide a una fuerza exterior
dependiente del tiempo. Muchos se
sorprenderdan si decimos que el pén-
dulo, frecuente representacion de lo re-
gular, se¢ puede comportar de modo
cadtico si se le somete a una fuerza que
varie periddicamente con el tiempo.
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3, LLAMASE ATRACTOR a la soluciin donde todas las (rayectorias convergen, Se esquematizan tres
situaciones de ln suceshén x. En el caso superior, b = 1,9, lénemos un atractor simple, con x* = 10,655,
En ¢ centro = 3,5 (atractor de periodo 4; x*; = 0,501; x*; = 0,875; x*; = 0,383; x%, = 0,827). Los tres casns
s¢ ohservan en la natoraleza. En el esquema inferfor, &= 3,8 {sucesion cadtics sin paula regolar). Ejemplos
pertinentes de los tres esquemns serian: una especie biolégica cuya poblacidn en un territorio (una clase de
pdjaroscnun valle, una bacterin queinfecta a un humano) tiende a su nivel natural, otra enla que la poblacion
varia periddicamente en ciclos de 4 afios, con afioes de abundancia, como coande ¥=x%;, ¥ ofros de escasez,
cunndo r=x*, v, inalmente, otra en la que o nimero de individoens cambia erriticamente, sin pauta regular.
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4. ESPACIO DE LAS FASES DE UN OSCILADOR ARMONICCY {a): es un
plano cuyas coordenadas son g (posicidn) v p {masa por velecidad). El punto
representativo del estado del sistema se muoeve describiendo elipses cerradas, en
unmovimiento periidico regular y ordenado. En el caso de un sistema integrable
de o grados de lThertad, las drhitas se ordenan en toros de o dimensiones, con n
frecuencias distintas. En (&) aparceen representados yacios toros de un sistema

Por ¢llo, lo complejo es una catego-
ria cualitativamente distinta de lo sim-
ple que no se debe s0lo 4 una acuimnu-
lacicn de elementos. Pero como el
comportamiento simple v el complejo
coexisten en [nrima unidn en la gene-
ralidad de los sisternas fisicos, mis que
antagdnicos resullun complementarios.
Mas atn, la diferencia entre orden v
caos depende de la limitacidn de nues-
tra capacidad en la medida del mundo.
51 pudiésemos determinar con preci-
sidn inlinita los datos iniciales, muchos
movimienlos serian a la vez predecibles
v cadticos.

os sistemas dindmicos deterministas

clasicos se agrupan en dos clases:
diseretos v continuos. Los sistemas dis-
cretos son aguellos en los gue una o va-
rias variables toman valores en mo-
mentos discretos del tiempo; lo desig-
naremos por la letra ¢ y puede valer U,
1,2... Sus valores en cada momento es-
tin determinados por los del anterior.
Por ejemplo, si existe una sola variable
¥, se tiene x4y = flx,), donde fix) es
una funcion conocida. A partir de un
dato inicial xy, al que lamaremos se-
milla, se obtiene asi una sucesion: xp.
milla, se¢ obtiene asi una sucesion: xp.
dato inicial xp. al gue llamaremos se-
x puade representar la poblacion de
una especie en el afno fsimo, gque de-
pende de la del afo anterior y de fac-
tores ambientales descritos por la fun-
cidn f. Puesto que esta aplicacion re-
sulta frecuente, se suele llamar gene-
racion 4 cada paso.
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Los sistemas continuos son agquellos
en los que las variables son funciones
del tiempo que obedecen ecuaciones
diferenciales. Entre ellos ticnen un in-
terés especial los llamados sistemas ha-
millonianos, en los que la energia se
COMSETVE.

La aplicacidn logistica gque conside-
ramos a continuaciom es un sistema di-
namico discreto que exhibe con clari-
dad cdmo puede haber una gran com-
plejidad detrds de operaciones mate-
miticas muy sencillas. Dado el valor de
una variable en el tiempo 1, el que toma
en el instante siguiente gueda deter-
minado por la funcion fix) = bl - x),
donde b es un parimetro que vale mis
que 1y menos que 4, es decir, que ¥
= hx(1 - x,). 51 la entrada x, esti com-
prendida entre 0 v 1, la salida x.; lo
estd también, por lo que la sucesidn xg,
Klevers Xpooey B860 formada por ndameros
también entre O v 1. Por ello se dice
gue se Lrata de un sistema dindmico en
el intervalo unidad. Su significado es el
de un modelo de evolucidn tempaoral,
andlogo al resultado de medir una va-
riable en cualquier sistema a intervalos
constantes de tiempo,

Ocurre que pequefias variaciones en
el valor del parimetro b conducen a di-
ferencias espectaculares en el compor-
tamiento de x. Si b es inferior a un va-
lor critico b, = 3.5699435, ., las sucesio-
TS O LI‘H}'&C[GFIIELS X 5000 MUy rf-'gl.lliiTL‘,H;
pero si b rebasa ese limite, irdn va-
riando de forma totalmente cadtica en
todo el intervalo (0,1).

Aunque este sisterna fue estudiado

con = 2, cuyns drhitas se pueden expresar como suma de dos funciones perio-
dicns va que en cada tora hay dos caminos irreducibles, Ejemplo de la flustracion
de ln izquierda serfan las oscilaciones pequedas del péndulo de un reloj, siendoe
g el dngulo que forma con la vertival, ¥ de la ilustracién de la derecha el movi-
miento de un planets en su drbita, despreciando las fuerzas debidas a los demiis,
ron coordenadas ¢ {distancia al Sol) ¥ ¢ (dngulo en el plane de Lo debita).

por primera vez por P, Myrburg hacia
el afio 60, no suscitd interés general
hasta que N, Metropolis, P. Stein v M.,
Stein descubrieron, 10 afos mis tarde,
gue sus propiedades las compartia una
clase muy general de sistemas caracte-
rizados por funciones | con un mAximo
de tipo cuadritico; es decir, aproxi-
mable por un polinomio de grado 2. Su
comportamiento s, pues, muy repre-
senlantivo.

studiemos ¢l sistema para un valor
E pequefio de b. La sucesidn x, po-
dria ser el nimero de individuos de una
especie bioldgica en un territorio. Me-
diante una calculadora de bolsillo ve-
riamos gque tiende a un valor constante
vt = {h-1)ib, independiente de x;. To-
das las travectorias se aproximan a ese
limite comin al crecer . Como este va-
lor de x parece atraer a todas las su-
cesiones, recibe el nombre de atractor.
En nuestre ejemplo, x* seri el mvel na-
tural al gque tiende la poblacidn, sea
cual sea la inicial. Si en un momento
mueren muchos individuos, x decre-
cerdi bruscamente, pero tenderd a re-
cuperarse ¥ volver a ese nivel natural
[véase la fignra 3]. 51 x es menor que
x*, la poblacion esta por debajo de las
pasibilidades del territorio ¥ x tiende a
crecer; las condiciones de vida son fa-
vorables.

En cambio, si x es mayor que £*, en-
tonces x en el fiempo f serd mayor que
un intervalo después: la poblacion
tiende a disminuir, quizds por escasez
de alimentos o de espacio para tantos.



El valor x* se define por la condicion
x* = f{x*), lo que significa que existe
una sucesién con todos los valores igua-
les a x*; si en un cierto tiempo la po-
blacidén tiene su nivel natural, perma-
necerd constante.

Al aumentar b, crecerda también x*,
lo gque podria corresponder a un cam-
bio favorable en las condiciones del te-
mritorio. Pero, cuando & supera el valor
by = 3, algo curioso sucede, pues el
movimiento sigue siendo regular, pero
ya no hay un limite comin a todas las
trayectorias. Antes bien, éstas tienden
a oscilar entre dos valores x*, y x*,, por
lo que se dice que el atractor ha dupli-
cado su periodo, que ahora vale 2. Si
damos a la semilla el valor x*; {o x*%;),
la sucesion oscilard exactamente entre
x*, y x*;. Se sabe que, en algunas oca-
siones, las especies bioldgicas se com-
portan asi, con alternancia de afios de
abundancia ¥ otros de escasez, fend-
meno que estudid el matemdtico V.
Volterra ya en 1920, cuando un -amigo
pescador le explicd su sorpresa por las
oscilaciones en las capturas de algunas
especies en el Adriitico.

iseguimos aumentando b pasaremos
S por un valor b; = 3,449 Resultara
que, inmediatamente por encima, las
soluciones tienden a un atractor de pe-
riodo 4, es decir, a un ciclo regular de
cuatro generaciones gue se va repi-
tiendo. Y asi encontraremos valores by,
by, etcétera, con la propiedad de que,
tras b,, las trayectorias tienden a ciclos
de periodo 2", después de su duplica-
cidn. El comportamiento ya no es tan
sencillo, pero se sigue una pauta regu-
lar: basta esperar un tiempo suficiente
para que las trayectorias se aproximen
a movimientos periddicos. Son, pues,
facilmente predecibles.

Pero, si b supera el valor critico b,
antes indicado, la situacion cambia ra-
dicalmente. A partir de b_, las trayec-
torias recorren errdticamente el inter-
valo (0,1), sin seguir ninguna pauta re-
conocible, por muchas generaciomes
que esperemos. Ademds, dos semillas
distintas, aunque estén muy proximas,
originan sucesiones que, al cabo de
cierto tiempo, no se parecen en nada;
se dice que el sistema olvida las con-
diciones iniciales. Curiosamente, se
han observado alpunos casos de pobla-
ciones de insectos o de pdjaros que
evolucionan de esa forma aparente-
mente cadtica. Pero ain no se han aca-
bado las sorpresas, pues en el intervalo
entre b, ¥ 4 [miximo valor de b para
que x no se salga de (0,1)] aparecen pe-
quenas ventanas de comportamiento
regular. Por ejemplo, a partir de 3,84

hay una zona de periodo 3 gue se trans-
forma por duplicacion en otras en el
que éste vale 6,12, ..., ¥ otras en que
vale 5, etcétera. Y siempre esos movi-
mientos regulares estdn arbitraria-
mente cerca de otros cadticos, pues se
pasa de unos a otros por cambios infi-
nitesimales en b.

{ Qué relacion tienen las propiedades
de este ejemplo académico con las de
los sistemas de la vida real, necesaria-
mente mas complicados? Bastante mds
de lo que pueda parecer en una pri-
mera impresion. Las caracteristicas de
la transicidn al caos que acabamos de
exponer, con la sucesidn de valores cri-
ticos de un parimetro que correspon-
den a duplicaciones de periodos, son
compartidos por muchos sistemas. El
cociente entre (b, = bo.q) ¥ (bar — B,
tiende al valor & = 4,669201..., por
ejemplo. En estos afos se ha encon-
trado que ese mismo nimero aparece
en numerosos sistemas (isicos en varia-
das circunstancias, por ejemplo, en la
transicion del flujo laminar al turbu-
lento de un fluido. Lo mismo puede de-
cirse de otro valor llamado o, que ca-
racteriza la distancia entre los dos va-
lores en que se bifurca cada punto de
un atractor al duplicarse el periodo en
b,. Esos dos nimeros de Feigenbaum,
como son conocidos, aparecen de
modo universal y caracterizan la tran-
sicidn orden-caos; son fundamentales
para la descripcidn de la naturaleza.

Por tanto, no solo el orden y &l caos
estan  intimamente imbricados, sino
también la transicién del primero al se-
gundo parece seguir una pauta general
que se esti empezando a entender,
Conviene aqui hacer una observacion.
En la zona en que b es mayor que b,
hay trayectorias que son a la vez cad-
ticas (pues no siguen ninguna pauta y
son impredecibles) y deterministas
(pues estin completamente determi-
nadas por la semilla), porque una dr-
bita determinista puede no ser prede-
cible si los errores se amplifican nece-
sariamente sin control, va que se re-
guiere entonces conocer la semilla con
precisidn infinita. Pero eso es imposi-
ble.

eamos ahora un ejemplo de sis-
V tema continuo: el del péndulo so-
metido a una fuerza que varia perié-
dicamente con el tiempo. El péndulo
libre, es decir, moviéndose bajo la
tnica accidén de la gravedad, tiene so-
luciones que se comportan muy regu-
larmente, de modo oscilatorio para
energias pequefias y de manera rota-
toria si la energia es tan alta que llega
a dar la vuelta; sus soluciones se pue-
den expresar de modo sencillo como
combinacidn de funciones periddicas.
Pero si a un péndulo se le aplica una
fuerza que varia periddicamente con el
tiempo ¥ un amortiguamiento, entra en
régimen cadtico para ciertos valores de

5. TURBULENCIA Y NUMERO DE REYNOLDS, Los fluidos tienen movimientos regulares y turbulentos
o caiticos, En el primer caso, representado en (a), las particulas de fluido siguen lineas de corriente bien
determinadas que se separan lentamente, de modo lineal en el tiempo; ademés, dos particulas que pasan por
el mismo punto con un intervalo temporal At sigeen 12 misma linea de cortiente. Ninguna de estas dos
propiedades se mantiene en ¢l caso de movimiento turbulento, poes las particulas que en un cierto momento
estdn priximas se separan deprisa, de modo exponencial, ¥ sus trayectorinas no guardan ninguna relacion al
cabo de un tiempo corto; por lo que se dice que olvidan las condiciones iniciales. El tipo'de movimiento se
caracteriza por el nimero de Reynolds B, cantidad sin dimensiones que es directamente proporcional a la
velocidad caracteristicn del Mujo, e, nversamente, asn viscosidad. Cuando R es peqoedio, el flujo es regular,
pero al aumentar se hace turbulento, tanto més cuanto mayor sea B. Las predicciones son villidas en un
perfodo de dempo T que es grande si B es pequedo, pero que disminoye y llega o anularse al crecer K.
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