4. Un Mandelbrot miniatura, en la region £ de la figura 1, retenido por un »
filamento al conjunto principal

hasta 32 bits. Con esta doble precisidn,
Magi v yo calculamos que pueden lo-
grarse amplificaciones del orden de
30,000 aumentos. Con programacion
de cilculo apropiada, inspirada en la
idea de ensartar en una larga ristra
estos nameros, la precision numeérica
puede ser de cientos de digitos signifi-
cativos. La amplificacion del conjunto
de Mandelbrot tedricamente alcanza-
ble con tales precisiones es mucho
mayor que la necesaria para resolver en
particulas el niicleo atémico.

iEn qué lugares del plano complejo
deberiamos efectuar nuestra explora-
cion? En la vecindad del conjunto de
Mandelbrot, claro estd; pero, ;ddnde
exactamente? Hubbard dice que “hay
millones de preciosos lugares”. Como
si fuera un turista en tierras de infinitas
bellezas, Hubbard bulle de sugerencias
de lugares donde a los lectores puede
agradarles explorar. Sus pombres no
son Hawai, Hong-Kong o Bali, sino “la
region comprendida entre 0,26 0,27
para la parte real, y entre 0 v 0,1 de
parte imaginaria”. Hubbard recomien-
da, igualmente, otros dos lugares:

Parte real Parte imaginaria
de =0,76a =074 de 0,01 a 0,03
de —=1,26a —-1,24 de 0,01 a 0,03
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El lector que examine las fotografias
en color que ilustran este articulo debe
tener bien presente que los puntos cuyo
color no sea negro no pertenecen al
conjunto de Mandelbrot. La belleza de
las fotografias reside, en buena fnedi-
da, en el halo de color asignado a los
puntos que divergen hacia infinito. En
efecto, si mirdsemos aisladamente el
conjunto propiamente dicho, su ima-
gen no nos resultarfa tan grata. El
conjunto de Mandelbrot estd todo él
recubierto de largos filamentos v de
versiones en miniatura de si mismo.

En realidad, ninguna de las versiones
miniaturizadas del Mandelbrot son co-
pias exactas del conjunto paterno; tam-
poco hay dos de estas miniaturas que
sean exactamente iguales. En las proxi-
midades del conjunto paterno hay to-
davia més Mandelbrots diminutos, al
parecer, - flotando libremente en el
plano complejo, Mas su apariencia es
engafiosa, Un teorema sorprendente,
demostrado por Hubbard ¥ por uno de
sus colegas, Adrian Douady, de la Uni-
versidad de Paris, enuncia que el
conjunto de Mandelbrot es conexo. Por
consiguiente, incluso los diminutos
Mandelbrot que parecen encontrarse
en suspension en el plano tienen que
estar ligados al conjunto paterno por fi-

lamentos. Se encuentran estas miniatu-
ras en casi toda la vecindad del conjun-
to paterno, ¥ las hay de todos los tama-
nos. Todo cuadrado de la regitn con-
tiene una infinidad de ellas; de las cua-
les, a lo sumo unas cuantas son visibles
a una amplificacidn dada. Segin Hub-
bard, el conjunto de Mandelbrot “es el
mis complicado objeto que existe en
mateméticas”,

ras habernos enfrentado a tan infi-

nita complepdad, siempre es recon-
fortante refugiarse en lo finito. La ite-
racion de un proceso de elevacion al
cuadrado, efectuado sobre un conjunto
finito de enteros ordinarios, engendra
asimismo estructuras interesantes, Es

s tructuras gue no son ahora geométr-

cas, sino combinatorias,

Tomemos un nGmero cualguiera,
entre [ ¥ 99. Elevémoslo al cuadrado ¥
tomemos las dos ltimas cifras del re-
sultado, lo que dard también un nime-
ro comprendido entre (0 y 99. Por ejem-
plo, 59° es igual a 3481; las dos Gltimas
cifras son 81 Repitamos el procedi-
miento una v otra vez. Antes o después
habrd de aparecer un niimero con el
que ¥a nos hayamos encontrado. Por
ejemplo, de 81 resulta la sucesidn 61,
21, 41 y 81, y esta serie de cuatro nime-
ros se repite desde entonces indefinida-
mente. En conjuntos finitos es inexora-
ble que se produzean ciclos como éste,
En efecto, es ficil comprender que si
en el seno de un conjunto de 100 nlime-
ros se efectian méis de 100 operacio-
nes, al menos uno de los nimeroes
habra de repetirse; el primero de los
nimeros que se repita enpgendrard un
ciclo periddico. Hay un precioso pro-
Erama, ql.'I.E- HPET]HH requiare T'I'IE:ITIL'II'iH.
que permite detectar los bucles, pero
de €] se hablard mds tarde.

Basta una hora para representar en
un diagrama los resultados de este pro-
ceso de elevacion al cuadrado y trunca-
miento. Representemos a cada uno de
los nimeros, de 0 a 99, mediante un
punto dibujado en una hoja de papel.
Si el proceso de elevacidn lleva de un
nimero a otro distinto, se unen los co-
mrespondientes puntos mediante una
flecha. Por ejemplo, habria que trazar
una flecha que fuera desde el punto 59
al 81. Las primeras conexiones del dia-
grama pueden producir ya ciclos entre-
mezclados; por ello, es conveniente
volver a dibujarlos de cuando en cuan-
do, procurando que no haya flechas
que se crucen. Siempre es posible tra-
zar un diagrama de las iteraciones des-
provisto de cruces e intersecciones.

Se puede ir mis lejos todavia. Con
frecuencia surgen subdiagramas sepa-
rados, que cabe mostrar de modo que



hagan resaltar algunas de las simetrias
surgidas de las iteraciones. Por ejem-
plo, el diagrama de iteracion corres-
pondiente a los coadrados de los ente-
ros que van de 0 a 99 puede trazarse
mediante seis subdiagramas desconec-
tados entre 51, y que no se cortan ni en-
redan unos con otros. Las seis plezas
aparecen por pares idénticos, cada
picza presenta gran simetria [véase {a fi-
gura 6]. ;Podrid el lector explicar el por-
qué de tal simetria? (Qué ocurriria si
en lugar de éstos se urilizasen los ente-
ros de 0 a 1197 ; Existe relacign entre el
numero de piezas desconectadas de que
consta el diagrama y el miximo de los
enleros que componen la sucesion?

Algunos de los ntimeros complejos
del conjunte de Mandelbrot obedecen
a pautas de iteracidn similares. Para de-
terminados valores de ¢, las iteraciones
repetidas de la transformacion z° + ¢
pueden producir ciclos periddicos, fii-
tow, de niimeros complejos. Por ejem-
plo, el complejo U + 1/ genera una osci-
lacidn indefimda entre los los dos nid-
meros complejos =1 + i v 0 = 1i
Puede incluso que el ciclo contenga tan
sdlo un ndmero, Estos conjuntos cicli-
€05, YA S8 encUEniren en un conjunto
finito, ya en el conjunto infinito de
Mandelbrot, se llaman atractores.

Cada una de las scis piczas del dia-
grama de iteracidn correspondiente
a los enteros de 0 a 99 contiene un
atractor. Geométricamente, el atractor
puede representarse mediante un poli-
gone, ¥ los conjuntes de ndmeros que
conducen a él, en forma de grafo ar-
haren.

Un procedimiento para hallar atrac-
tores mediante ordenador consiste en
almacenar cada uno de los nimeros re-
cién generados en una tabla especial-
mente disenada para ello. El nimero
recién calculado se compara con los
previamente alm:cenados en la labla,
En cuanto se produce una coincidencia,
se imprimen todos los nimeros que fi-
puran en la tabla, desde el punto de
coincidencia en adelante, hasta el ni-

mero recién engendrado. Es un método

directo v ficil de programar. Pero =i la
tabla es grande, puede exigir tiempos
muy largos. Para descubrir un ciclo
atractor contenido en una tabla forma-
da por # nimeros hacen falta del orden
de n* comparaciones; en efecto, puede
s2T necesario comparatr cada uno de los
nuevos nimeros con hasta el miximo
de los n nimeros de la tabla.

Hay un sagaz programita que permi-
te hallar atractores mucho més rapida-
menle. El programa no requiere n pala-
bras de memoria, sino tan sélo dos, y
puede codilicarse hasta en la mas senci-
lla de las calculadoras programables. El

#

programa figura en un notable libro fi-
tulado Muathematical Recreaiions for the
Programmable Calcularor, de Dean
Hoffman, de la Unmiversidad de Au-
burn, v Lee Mohler, de la Universidad
de Alabama. Initil decir que muchos
de los problemas tratados en el libro
pueden adaptarse sin dificultad a pro-
gramas de ordenador.

El programa se llama RHOP, porque
la secuencia de nimeros que acaba fi-
nalmente por repetirse ciclicamente re-
cuerda a un trozo de cuerda (rope, cn
inglés) con un lazo o bucle (feop) en su
extremo. Esta figura recnerda tamhién
la forma de la letra griega p (rho). El
programa se vale de dos variables, que
llamaremaos lento y rdpide. Al comen-
zar, s& les atribuve a las dos variables el
valor del nimero inicidl, El ciclo itera-
tivo del programa consta exactamente
de tres instrucciones:

ridpido «— rdpide x rdpido (mod 100)
ridprido «— rdpido % rdpido (mod 100)
fento «— fente = lento (mod 100)

La operacitn mod 100 separa las dos
ultimas cifras de los productos. Fijémo-
nas en que la elevacion al cuadrado se
efectia por dos veces sobre ¢l nimero
rdpidoe, pero tan sdlo una sobre lendo.
Ripido se abre paso velozmente desde

la cola a la cabeza de la tho a doble
paso gue lenfo. Ya en la cabeza, rdpido
alcanza a fenre cuando éste ha recorri-
do parte de ella. El programa abando-
na el ciclo iterativo en cuanto rdpido
coincide con lento,

El atractor se detecta reiterando el
proceso de elevacion al cuadrado sobre
el nimero que actualmente estd asigna-
do a lento, Cuando tal niimero se repi-
te, se detiene la ejecucion del programa
y se imprime la secuencia de nameros
que interviene desde el nimera hasta
su repeticion.

Me encantaria ver diagramas prepa-
rados por los lectores que explorasen
los efectos de la elevacidn y trunca-
mienta iterativos en dominios finitos de
tamano variable. Los diagramas pue-
den confeccionarse mediante ordena-
dor o, también, manualmente. La ite-
racidn en dominios discretos es campo
malemdlico recientemente  roturado,
con aplicaciones en informaitica, bio-
matemitica, fisica y sociologia. Los
tedricos pueden esperar a que aparezca
un libro sobre la materia, cuyo autor es
Franceis Robert, de la Universidad de
Grenoble,

o5 seres bidimensionales que pue-
blan el planeta Arde estin agrade-
cidos de corazdn a los muchos lectores

5. Un Mandeibror miniarura, puntilleado, generado en un moniior monocromo
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que se esforzaron en mejorar el circuito
de cruce de seiales, que describi en el
articulo de julio. Constaba aquél de 12
puertas Wo-Y de dos entradas, y pedia
yo a los lectores que hallasen el niimero
minimo de pucrtas Mo-Y (y precisa-
mente, No-Y') necesarias para construir
un tal circuite de cruce. La mayoria de
los circuitos presentados redujeron el
nimero a 10 puertas, lo que supone
una cierta ventaja; tres lectores consi-
guieron resolver el circuito de cruce
con ocho puertas [véase lo figura 7).
En este circuito de ocho pugrtas, una
de ellas es No-Y de triple entrada y,
dos, Mo-Y de Gnica entrada. Estas dlti-
mas actiian como iNVersoras, comyir-
ticndo una sefial 0 en una senal 1, ¥ vi-
ceversa, Los tres lectores que dieron
com la solucidn de ocho puertas son

1]
40 &0

20

BO

4§ 50

0 & > <

51 ]

Ernic D. Carlson, de Cambridge, Massa-

chussetts, Dale C: Koepo, de San José,
California, y Steve Sullivan, de Beaver-
ton, Oregon. Ya he dado cuenta de sus
nomhbres, ¥ del circuito perfeccionado,
a mis amigos ardeanos. Créase o no,
ese mismo circuito de crice se patentd
el 26 de abrl de 1966 ¢n los Estados
Unidos. Robert L. Frank, consultor de
sistemas de Birmingham, Michigan, es-
cribid informédndome de que la patente
estaba reconocida a Lester M. Span-
dorfer, de Cheltenham, Pennsylvania,

Albert B, Tonik, de Dresher, Pennsyl--

vania, ¥ Shimon Even, de Cambridge,
Massachusetts. j

Parece 1Ggico preguntarse si el circui-
to se utiliza realmente en alguno de los
dispositivos de nuestros dias. También
es natural preguntarse si existe algin

“cruzador” mdas pequefio con puertas
Ne-Y. Yo supimgo que no.

C. Walter Johnson, de Long Beach,
Californiz, me escribit detallindome
una variedad de circuitos planares que
se valen de diversos tipos de puertas,
Al parecer, no solo pueden construirse
circuitos - cruzadores  bidimensionales
sino, también, bisculas, o circuitos fip-
tlop, planares. Las bdsculas proporcio-
Ilﬂ.ri}iﬂ ]'I'h'..'l'l'.lﬂ]'iﬂ VIV I!IH.TH un i!T{]EI’Ia-
dar bidimensional.

Stephen Wolfram, del Institute for
Advanced Research, de Princeton, ha
estudiado ordenadores unidimensiona-
les, en forma de aultmatas celulares.
Hs demasiado pronto para decir qué
pucden haber aportado los lectores a
£51e campa, tras la aparicidn de la “Gli-
der Gun Guidelines” (“Indicaciones

6. Las sefs componentes del diagrama de ireracidn de la elevacidn al cuadrado de los 10 primeros niimeros enteros
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para un canion lanzapatines™) de Wol-
fram, pero puedo dar noticia de algu-
nas reacciones iniciales, Un pecado de
comisiéin hizo que algunos lectores se
despistaran en persecucitn de desliza-
dores ¢n el autdmata que denomina-
mos “7Y2 ternario”.

Wolfram y yo pretendiamos decir
“357 ternario”, Un pecado de omisidn,
mio esta ver, consistio en no mencionar
al autdmata lineal del que se sabe es
capaz de computacidn universal. Lstu-
ve yo considerando la posibilidad de
describir un tal automata linéal, el pri-
mero de los cuales lo ide6é Alvy Ray
Smith, en 1970. En aquella época,
Smith era estudiante de segundo ciclo
de la Universidad de Stanford. Temia
yo que la descripciin del autémata li-
neal universal de Smith complicase ex-
cesivamente el articulo, pues el auts-
mata tiene 18 estados (k = 18) v entor-
nos tricelulares (r = 1). ]

Arthur L. Rubin, de Los Angeles, ha
presentado una razonable sugerencia al
respecto de la velocidad de la luz en au-
tomatas lineales arbitrarios. Propone
Rubin corregir un detecto de la defini-
cién hasta ahora utilizada, que estable-
cia que la velocidad de la luz era igual a
una celdilla por unidad de tiempo, La
antigua definicidn pasa por alto la posi-
bilidad de que haya autdmatas lincales
que no puedan alecanzar tales velocida-
des. La velocidad de la luz, en la ver-
sidn corregida, es “la velocidad méxima
de propagacion de un impulso cual-
guiera (hacia la derecha, por ejem-
pla)”. El frente de progresién del im-
pulst estd definido por la condicidn de
que a su derecha tan sdlo pueda haber
ceros. A continuacién, Rubin procede
a demostrar que la velocidad de la luz
en el autdmata “792 ternario™ es de un
tercio,

En mi articulo de julio preguntaba
yo si ¢l autdmata lineal llamado “Rizo™
admitia un candn lanzapatines unidi-
reccional. Los patines disparados por
un tal cafién habrian de propagarse in-
definidamente hacia la derecha, pero
nunca hacia la izquierds. Willlam B,
Lipp, de Milford, Connecticut, ha dado
un sencille ¥ encantador razonamiento
contrario a la existencia de un tal
candn. Escribe Lipp: "lmaginemos una
configuracién que jamis lenga valores
distintos de cero situados a la izquierda
de un blogue, que rotularemos 0, Fijé-
monos en que cl valor no nulo sitnado
en posicion izquierda extrema de la
configuracidn tienc siempre que ser un
1. 5i fucra un 2, este 2 levantaria un
rizo, que se propagaria indefinidamen-
te hacia la 1equierda, contradiciendo la
suposicion de que no hay clementos
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resuelre  con

“cruzador”

7. Circuito
tcho puertas no-y

distintos de cerc a la izguierda del blo-
que 0. Ahora, el 1 situado en izquierda
extrema tiene que converlirse en un ()
en el priximo ciclo, haciendo asi que el
limite izquierdo de la configuracidn se
desplace, por lo menos, un bloque
hacia la derecha”. Asi pues, o bicn un
deslizador crea un rizo hacia la izquier-
du, o bien su caiidn sera devorado por
Ceros.

Otrox lectores buscaron demostrar
yue Rizo no tiene capacidad de compu-
tacién universal. Para algunos autdma-
tuy puede demostrarse una condicidn
suficiente, a saber, que ¢l problema de
detencion del autdmata es decidible.
Rizo se detiene cuando todas sus casi-
llas contiencn ceros, pero las condicio-
nes de detencion para cualquiera de las
mdquinas universales gue pudiera con-
tener podrian ser muy diferentes,

Diversog lectores trataron de cons-
truir auldmatas lineales provistos de ca-
pacidad de computaciin universal;
entre ellos, Frank Adams, de Last
Hartford, Connecticut, Jonathan Ams-
terdam, de Cambridge, Massachusetrs,
Kiyosi lgusa, de la Universidad de
Brandeis, y Carl Kadie, de East Peorla,
lllinois. Todas las construcciones pre-
sentadas son directas y verosimiles,
pero Kadie, no contento con su autd-
mata unidimensional, dio un paso mds,
sugiriendo la posibilidad de uno cero-
dimensional. Tal autémata habria de
consistir en una Gnica casilla, por lo que
parece raxomable llamarlo “autémata
puntual”, Los lectores de tendencia
tedrica pueden disfrutar reflexionando
en la posible universalidad de un tal au-
témata. /Serd ello posible?

Alvy Ray Smith publicé su demostra-
cion de existencia de un autémata li-
neal universal en 1971, en el Journal of
the Association of Computing Machine-
ry. Se pudiera pensar que una carrera
insugurada con tan prometedores aus-
picios estaria hoy floreciendo en alguna
renombrada imstitucion académica. Ha
florecido, pero en muy otro ambicnte,
Smith es director dc investigacidn de
grificos generados por ordenador de la
compafita Lucasfilm, Lid. Confio
poder dar cuenta, en algin articulo fu-
turo, de algunos de los fantdsticos efec-
tos cinemidticos producidos en el labo-
ratorio de Lucasfilm,





