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Un microscopio computarizado escudrifia

el objeto mds complejo de la matemdtica

A.K. Dewdney

1 conjunto de Mandelbrot cavila,
E en silente complejidad, en el -

centro de una vasta limina bidi-
mensional de nimeros, llamada plano
complejo. Cuando a estos nimeros se
les aplica reiteradamente una cierta
operacidn, los situados en el exterior
del conjunto huyen,  despavoridos,
hacia el infinito. Los nimeros del inte-
rior permanecen en €|, donde danzan y
vagabundean de un lado a otro. En la
proximidad de la frontera, erriticos
vaivenes de minuciosa coreografia, se-
nalan el comienzo de la inestabilidad.
Acontece aqui una infinita regresion de
minucioso detalle, que nos deja estupe-
factos por su variedad, su complejidad
y su insdlita belleza.

El conjunto recibe su nombre en
honor de Benoit B. Mandelbrot, inves-
tigador numerario del Centro de Inves-
tigacidon Thomas J. Watson de la IBM
en Yorktown Heights, Nueva York. A
partir de sus trabajos con formas geo-
métricas, Mandelbrot ha desarrollado
un campo llamado geometria fractal,
estudio matemitico de formas que tie-
nen dimension fraccionaria. En parti-
cular, la frontera del conjunto de Man-
delbrot es una fractal, aunque también
es mucho mis.

Merced a un programa relativamente
sencillo, un ordenador puede convertir-
se en una especie de microscopio con el
que observar la frontera del conjunto
de Mandelbrot. En teoria, se puede es-
cudrifiar cualquier porcidn del conjun-
to, v hacerlo con tanta aproximacién
como se quiera [véase la portada de este
ntimero y las figuras I a 3]. Desde la
lejania, el conjunto recuerda un ocho
gordezuelo, yacente sobre un costado y
cubierto de verrugas. El interior de la
figura es de negrura siniestra; la en-
vuelve un halo blanco azulado, como
de arco eléctrico, que va dando paso a
azules cada vez mas profundos y a ban-
das negras, conforme nos adentramos
en los dominios mds exteriores del
plano. i

Al acercarnos al conjunto de Man-
delbrot, descubrimos que cada verruga
es una diminuta figura de forma muy
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similar a la del conjunto paterno. Sin
embargo, al hacer zoom con nuestro
miCroscopio, para observar con mis de-
talle estas diminutas figurillas, se abre
ante nosotros un motivo de muy dife-
rente disefio: una lujuriante orgia de
zarcillos ¥ volutas de aspecto organico,
que se abren en espiras y verticilos y en
hileras. Al amplificar una voluta se nos
revela todavia una nueva escena: la vo-
luta estd formada por pares de vertici-
los entrelazados por puentes de filigra-
na. La ampliacidn del puente muestra
otras dos espiras que brotan de su cen-
tro. En el centro de este centro, por asi
decirlo, se encuentra un puente cuadru-
ple con cuatro volutas més, y en el cen-
tro de éstas, otra versidn del conjunto
de Mandelbrot.

Mas la versién amplificada no es del
todo igual al conjunto de Mandelbrot,
Al seguir amplificando parecen ir rea-
pareciendo objetos similares, en los
que una inspeccion minuciosa revela
siempre nuevas diferencias. La situa-
cién prosigue indefinidamente; siempre
igual, siempre infinitamente diferénte y
sobrecogedoramente encantadora.

escribiré aqui dos programas de or-
D denador, que exploran ambos los
efectos de la iteracidn de operaciones
como la que engendra al conjunto de
Mandelbrot. El primero de estos pro-
gramas generd las ilustraciones en color
que vemos en el articulo de este mes.
El programa puede ejecutarse en orde-
nadores personales que dispongan de
programacidn y material adecuados
para la generacidn de graficos. El pro-
grama generard imigenes satisfactorias
aun cuando solamente se tenga acceso
a un sistema monocromo. El segundo
programa estd dirigido a lectores que,
como yo, tengan necesidad de un oca-
sional retiro, y abandonando las com-
plejidades sin cuento de lo infinito,
busquen refugio en la aparente simpli-
cidad de lo finito.

El término “complejo” se utiliza agui
con dos significados. El ordinario es,
evidentemente, adecuado para deseri-
bir el conjunto de Mandelbrot. Pero el

término tiene también un segundo sen-
tido, més técnico. Un nimero es com-
plejo cuando consta de dos partes, que
por razones historicas se llaman “parte
real” y “parte imaginaria”. Estas expre-
siones carecen hoy de significado espe-
cial; las dos partes de un nimero com-
plejo podrian muy bien llamarse “abs-
cisa” y “ordenada”. Asipues, 7 + dies
un nimero complejo, cuya parte real es
7 (abscisa) ¥ cuya parte imaginaria es 4
{ordenada). La letra i latina que sigue
inmediatamente al 4 expresa cudl de los
dos términos del nimero complejo es la
parte imaginaria.

Todo nimero complejo puede repre-
sentarse mediante un punto del plano;
y reciprocamente. Cuando se establece
esta correspondencia entre puntos y
nimeras, se habla del plano complejo,
Para situar a 7 + 4 en el plano com-
plejo se parte del nimero complejo 0,
que es U + 04, y se toman siete unidades
hacia el este, y cuatro hacia el norte. El
punto resultante representa 7 + 4i. El
plano complejo es una infinidad no nu-
merable de tales nimeros. Sus partes
reales e imaginarias tanto pueden ser
positivas como negativas, y lo mismo
ser nlmeros enteros que expresiones
decimales.

La adicién y la multiplicacidn de ni-
meros complejos es sencilla. Para
sumar 3 — 2f con 7 + 4 se suman, por
separado las partes reales y las partes
imaginarias; en nuestro ejemplo, la
suma es 10 + 2. La multiplicacién de
nimeros complejos apenas si es un
poco més dificil. Por ejemplo, si se ma-
nejase el simbolo { de igual modo que la
x del dlgebra ordinaria, el producto de
3—2ipor7 + 4iseria 21 + 12i — 14i -
— 8. En este momento entra en juego
una especialisima propiedad del simbo-
lo i: ocurre que # = = 1. La expresién
desarrollada se puede entonces simpli-
ficar, reduciendo términos semejantes,
yda29 — 2

Cabe ahora describir el proceso ite-
rativo que engendra al conjunto de.
Mandelbrot. Se parte de la expresion
z* + ¢, donde z es un nimero complejo
que puede tomar distintos valores (una
variable), v ¢ es un cierto nimero com-
plejo fijo. Hagamos, inicialmente, que
z sea igual al nimero complejo 0. El
cuadrado de z es estonces 0, y el resul-
tado de sumarle ¢ a 22 es, sencillamen-
te, c. Ahora sustituyamos por el valor
asi obtenido la z de la expresién z* + c.
La nueva suma es ¢* + ¢, Volvamos a
sustituir la z por este valor. La suma
siguiente es (¢* + ¢)* + ¢. Prosigamos
con este proceso, tomando siempre el
resultado del tltimo célculo como valor
inicial para el nuevo.
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en un circulo. El programa que me dis-
pongo a describir efectiia una biisqueda
de tales nimeros. Estoy en deuda con
John H. Hubbard, matemdtico de la
Universidad de Cornell, por todo cuan-
to sigue. Hubbard es una autoridad en
el conjunto de Mandelbrot, ¥y ha sido
uno de los primeros en crear imédgenes
de €] generadas por ordenador. Casi
todas las que aqui se presentan fueron
realizadas por Heinz Otto Peitgen y sus
colaboradores, en la Univers
Bremen. Peitgen aprendid

este arte. #

¢ Hubbard

| programa de Hubbard ha inspira-
E do un programa que yo llamo
sMaNpELZOoOM. Comienza con la prepa-
racidn de una matriz ¥ bidimensional,
la llamada imagen, necesaria para al-
macenar ¥ conservar las imdgenes en

ella. Los elementos de esta tabla son
elementos individuales de la imagen a
mostrar, llamados pixeles, dispuestos
en formacitén rectangular. Hubbard uti-
liza una tabla de 400 filas por 400 co-
lumnas: la de Peitgen es todavia mayor,
Los lectores que deseen adaptar MAN-
DELZOOM para su uso personal, deberén
defimir una matriz rde con su equipo
y temperamento. Cuanto mayor sea la
matriz, tanto mis larga la espera, aan-

talle de las ima
En la primera parte de MANDELZOOM
se puede sele . a fin de exami-
a, cualquier porcidn del plano com-
Se especifica el dngulo inferior
izquierde del recunadro a  estudiar
dando el numero complejo que le co-
dos de las variables del pro-

b

proporcionar, respectivamente, las pigs
tes real e imaginaria del nimero. L3
longitud de cada uno de los lados d&l
recuadro se especifica mediante Vs
bes lade,

La segunda parte del programa sirve
para ajustar la maitriz imagen a fin de
adaptarla al recuadro que interese;
para ello se calcula el valor de una vi=
riable Nlamada vano. Vano es la distans
cia que, dentro del cuadrado, media
entre dos pixeles adyacentes. Para cal
cular el valor de vano se divide lado
entre el nimero de filas y de columnas
de que conste imagen,

El alma del programa es su tercers
parie. Se hace en ella la bisqueda de
los miimerc plejos ¢ que compo-
nen el conjunto de Mandelbrot, y s¢

asignan colores a los nimeros que se
encuentren, en un sentido especial,




proximos. El procedimiento tiene gue
determinarse una vez por cada elemen-
o de imagen, o pixel, y, por consi-
guiente, la matriz de 400 por 400 que
utiliza Hubbard exige 160.000 cémpu-
ws independientes. Supongamos que el
programa se encuentre actualmente
trabajando en la fila m v la columna n.
Latercera parte se descompone en cua-
o pasos:

l. Caleular un niimero complejo ¢
que se supone que representa al pixel:
stimese nt % vano al valor de avértice, a
fin de calcular la parte real de ¢, que
serd denotada ac; simese m % vano a
bvérrice, para hallar la parte imaginaria
be de ¢, No es necesario que 7 interven-
ga en el programa.

2. Asignar a una variable compleja z
(cuyas partes real & imaginaria son, res-
pectivamente, az v bz) el valor 0 + 0i.
Asignar a una variable entera llamada
recuento el valor 0,

3. Efcctuar repetidamente los tres
pasos siguientes hasta que, o bien el
module de z sea mayor que 2, o hasta
que la variable recuento rebase el valor
1000; o que antes se produzea:

T o z" +c 3
FECUHERID «— recienio + 1
modulo — madulo de z

i qué se debe 1a gran importancia del
namero 27 Un resultade inmediato de
la teoria de iteraciones de transforma-
ciones complejas permite asegurar que
las iteraciones de z divergen hacia infi-
nito si, ¥ solamente 51, en alguna de las
ctapas del proceso iterativo, z llega a
tener moédulos mayor o igual que 2. Re-
sulta que una elevada proporcién de
puntos, cuye destino final es el infinito,
rebasan ¥a en unas cuantas iteraciones
la cota 2. Conforme aumenta la varia-
ble recuento, los parientes mas lentos
“de aquéllos van haciéndose progresiva-
mente Mmias raros,

4. Asignacion de un color a ima-
gen(m,n), en funcién del valor alcanza-
do por recuento al finalizar el paso 3.
Presentacion en la pantalla del pixel co-
rrespondiente. Obsérvese que el color
de un pixel tan sdlo es funcidn de uno
de los nimeros de su diminuto domi-
nio, a saber, el situado en su vértice no-
resle; el comportamiento de ese nime-
o representa cntonces el comporta-
miento del pixel entero.

El plan de asipnacién de colores
exige agrupar en subgamas el intervalo
de valores que recuento haya alcanzado
en la matriz; a cada subgama se le asig-
na entonces un unico color. Aquellos
pixeles cuyas correspondientes z reba-
sen la cota 2 en unas pocas iteraciones

3. Un wjo compuesto mira curioso desde una regicn de la imagen d de la figura 2

se coloreardn de rojo. Aquellos otros
cuyas z no llepuen al médule 2, sino
tras relativamente muchas iteraciones,
s¢ tinen de violeta, que es el olro extre-
mo del espectro cromdtico. Y los pixe-
les para los cuales el médulo de z se
conserva inferior a 2, aun después de
1000 iteraciones, se consideran perte-
necientes al conjunto de Mandelbrot, y
deben colorearse de negro.

Es prudente dejar sin especificar los
colores en tanto no se haya determina-
do el intervalo de valores que tomara
recuento en el recuadro que se esté es-
tudiando. Cuande ese intervalg sea es-
trecho, puede reparticse en €l la totali-
dad de los colores del espectro. Asi
pues, Hubbard sugiere que en ¢l paso 4
solamente se asigne a cada elemento de
la matriz fmagen el valor correspon-
diente de recuento. Un programa inde-
pendiente puede encargarse después de
inspeccionar la matriz, determinar los
valores minimo y maximo que en ella
alcanza recuento y luego distribuir el es-
pectro de colores de conformidad con
los valores obtenidos. Quienes hayan
llegado hasta aqui podran, a no dudar,
idear planteamientos viables,

Luos lectores que carezcan de monitor
de color pueden participar también, v

hacerlo en blanco y negro. Aguellos
numeros complejos para los cuales el
midulo de z llegue a ser mayor que 2
antes de r iteraciones se colorean de
blanco; los restantes, de negro. El valor
de r puede ajustarse a voluntad. Para
no esperar noches enteras los resulta-
dos del programa, la matriz puede ha-
cerse de, pongamos por caso, 100 filas
por 100 columnas. Hubbard supone
que es perfectamente razonable reducir
de 1000 a 100 el nimero maximo de ite-
raciones por punto. El fruto de tal pro-
grama es una supestiva imagen punti-
lleada de su homdloga en color [véase
{a figura 5].

. u¢ potencia de ampliacion tie-
Q nen las “lentes” de un ordena-
pr personal? Depende hasta cierto
punto del tamaiio clectiva de los nime-
ros que la mdquina sea capaz de mani-
pular, Por ejemplo, segin Magi (mi
amanuense de microinformatica en la
Universidud de Western Ontario) el
[BM PC utiliza el microprocesador
8088, un microcircuite manufaciurado
por Intel Corporation, disefiado para
manipular datos de 16 bits. Una técnica
lamada “de precisidn doble” permite
aumentar la longitud de cada niimero
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