herramienta poderosa para describir el
comportamiento de los sistemas cadti-
cos. La utilidad de la imagen que asi se
obtiene reside en la posibilidad de re-
presentar el comportamienta de ma-
nera geométrica. Por ejemplo, un pén-
dulo con rozamiento termina por de-
tenerse, lo que significa que la 6rbita se
gproxima a un punto en el espacio de
configuraciones. Este punte no s
mueve: estd fijo; por atraer a las Srbi-
tas proximas, recibe el mombre de
atractor. 5i se da un pequefio empujon
al péndulo, vuclve al mismo punto fijo
atractor. Cualquier sistema que tiende
al reposo con el paso del tiempo puede
caracterizarse por un punto fijo en el
espacio de configuraciones. Este es el
cago de un fendmeno muy general, por
¢l que las pérdidas debidas al roza-
miento o a la viscosidad, por ejemplo,
provocan que las Grbitas sean atraidas
hacia una regiim menor del espacio de
configuraciones con menos dimensio-
nes. Se dice que una repidn asi consti-
tuye un atractor. Grosse modo, un
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atractor es a lo que tiende, o a lo que
es atraido, el comportamiento de un
sistema.

lgunos sistemas no tienden al re-
A pose a largo plazo, sino gue re-
corren periodicamente una sucesion de
estados. Fijémonos en el reloj de pén-
dulo; en é1, la energia perdida por ro-
zamiento se repone con la almacenada
en un muelle o un peso. El péndulo re-
pite su movimicnio una y otra vez. En
el espacio de configuraciones, tal mo-
vimiento corresponde a un ciclo, a una
drbita periddica. Independientemente
de como empiece a halancearse el pén-
dula, el ciclo al que se aproxima a largo
plazo es siempre el mismo. Tales atrac-
tores son llamados, por ello, ciclos li-
mite. Otro sistema familiar con un ciclo
limite es el corazdm.

Un sistema puede tener varios atrac-
tores. Si asi ocurre, diferentes condi-
ciones iniciales pueden llevar a diferen-
tes atractores. Ll conjunto de puntos
gue evoluciona hacia un atractor se

llama su cuenca de atraccidn, El reloj
de péndulo tiene dos cuencas: los des-
plazamientos pequefios desde su posi-
ciém de reposo le devuelven de nuevo
gl reposo; con desplazamientos gran-
des, sin embargo, el reloj empieza su
tic-tac conforme el péndulo ejecuta una
oscilacion estable.

La forma de atractor gque sigue en
complejidad es un toro, una figura se-
mejante a la superficie de una rosqui-
lla. Describe movimientos queé constan
de dos oscilaciones independientes, lla-
mados a veces movimicntos cuasiperis-
dicos. (Los osciladores eléctricos son
ejemplos fisicos.) La drbita se arrolla
rodeando el toro en el espacio de las
configuraciones, de modo que una fre-
cuencia queda determinada por la ra-
pidez con que la orbita rodea ¢l toro
por ¢l camino mas corto y la otra por
la rapidez con gue lo hace alrededor
del camino mds largo, Los atractores
pueden también ser toros de més di-
mensiones, lo que representa la com-
binacién de mas de dos oscilaciones.



4. LOS ATRACTORES son formas geométricas que caracterizan ¢f compor-
tamiento 4 large plaeo en o espacio de configuraciones. A gramdet rasgos, un
atractor é4a o que tienide, 0a o que-es atrafdo, el comportamiento de un sistema.
Se moestran aqui los utrnctores en azul ¥ los estados inbciales en rojo. Las fra-
vectorias (verde) ncaban acercindose a loy structores desde los estados inlciales,
El tipo muls simple de atractor es un punio fjo (urriba, isquierda). Tal piractor
corresponde u un péndule con rozambenio; ol pEndulo lega siempre a ks misme
pasicionde repmen, independlentemente del mdo en que empezs a oscilur { veae
lia mifnel slerecha de fa figwra 31, Elque e signe en comple)idad es el ciclo limite
{arriba, orndro) qoe forma un ciclo cervado en ol espacio de configumeiones. Un

clelo limite deveribe oscilaciones estables, comn el movimlento de un rebaj de
pénduloy o latido del corazdn. Las oscilacionss compuestas, o comporiamisnto
cumsiperiddicn, corresponden o un loro atractor (erribe, derrcha). Estos tres
wirnctores son predecibles: su comportandento poede proovsticarse con exac-
litnd. Los atractores cadticos, en cambin, corresponden o movimientos impre-
decihles ¥ adquieren una formn geométrica mis complivoda. En la parte de
abajo se muestran tres cjemplos de atractores cadtioes; de isquierda a derecha,
st afrecen los descubicrios por Edward N. Lorenz, Otle F. Rissder ¥ uno de los
autores (Shaw), respectivamente. Las imdgenes se prepararon usando sistemns
simples de ecunciones diferenciales en cwpncios de fased tridimensivnnles,

herramienta poderosa para describir el
comportamiento de los sistemas cadti-
cos. La utilidad de la imagen que asi se
obliene reside en la posibilidad de re-
presentar el comportamiento de ma-
nera peoméltrica. Por ejemplo, un pén-
dulo con rozamiento lermina por de-
tenerse, lo que significa que la drhita se
aproxima a un punto en cl espacio de
configuraciones. Este punto no se
mueve: esta fijo, por atraer a las 6rbi-
tas préximas, recibe el nombre de
atractor. Si se da un pequefio empujén
al péndulo, vuelve al msmo punto fijo
atractor. Cualyuier sistema que tiende
al reposo con el paso del Hempo puede
caracterizarse por un punto fijo en el
espacio de configuraciones. Este es el
caso de un fendmeno muy general, por
el que las perdidas debidas al roza-
miento o a la viscosidad, por ejemplo,
provocan que las Grbitas sean atraidus
hacia una regidn menor del espacio de
configuraciones con menos dimensio-
nes. Se dice que una regidn asi consti-
tuye un atractor. Grosse modo. un

M

atractor es a lo que tiende, o a lo que
es atraido, el comportamicnio de un
sistema, -

Algums. sistemas no tienden al re-
posa a largo plazo, sino que re-
corren periddicamente una sucesidn de
estados. Fijémonos en el reloj de pén-
dulo; en €, 1a energia perdida por ro-
Zamiento se repome con la almacenada
en un muclle o un peso. El péndulo re-
pite su movimiento una y otra vez. En
el espacio de configuraciones, tal mo-
vimiento corresponde a un ciclo, a una
drbita periddica. Independientemente
de como empisce a balancearse ¢l pén-
dulo, el ciclo al que se aproxima a largo
plazo es sicmpre el mismo. Tales alrac-
tores son llamados, par ello, ciclos li-
mite. Otro sisterna familiar con un ciclo
limite es ¢l corazén,

Un sistema pucde tener varios atrac-
tores. Si asi ocurre, diferentes condi-
ciones iniciales pueden llevar a diferen-
tes atractorcs. El conjunto de puntos
yue evoluciona hacia un alractor se

llama su cuenca de atraccidn. El reloj
de péndulo tiene dos cuencas: los des-
plazamientos pequenos desde su posi-
citn de reposo le devuelven de nuevo
al reposo; con desplazamientos gran-
des, sin embargo, el reloj empieza su
tie=tac eomforme el péndulo cjecuta una
oscilacién estable.

La forma de atractor que sigue en
complejidad es un toro, una figura se-
mejante a la superficie de una rosgui-
lla. Describe movimientus gue constan
de dos oscilaciones independientes, lla-
mados a veces movimientos cuasiperid-
dicos. (Los osciladores eléctricos som
ejemplos fisicos.) La orbita se arrolla
rodeando el toro en ¢l espacio de las
configuraciones, de modo que una [re-
cuencia queda determinada por la ra-
pidez con que la drbita rodea el toro
por el camino mds corto v la olra por
la rapidez con que lo hace alrededor
del camino mis largo. Los atraclores
pueden también ser toros de mas di-
mensiones, lo que representa la com-
binacidn de més de dos oscilaciones.



Caracteristica importante de los mo-
vimientos cuasiperiddicos es la de su
impredecibilidad, a pesar de su com-
plejidad. Aun cvando la drbita no se
repite nunca eiactamente. si las fre-
cuencias carecen de divisor comun, el
movimiento sigue siendo regular, Las
drhitas que empiezan cerca la una de la
otra en el toro permanecen siempre
cercanas, por lo que la predecibilidad a
largo plazo estd garantizada.

Hasta hace muy poco, los puntos fi-
jos, los ciclos limite y los toros
eran los (nicos atractores conocidos.
En 1963, Edward N. Lorenz, del Ins-
tituto de Tecnologia de Massachuserts,
descubrid un ejemplo de un sistema de
pocos grados de libertad que presen-
taba un comportamiento complejo.
Motivado por el deseo de entender la
impredecibilidad del tiempo meteoro-
Idgico, empezd con las ecuaciones del
movimiento de un flujo fludo {la at-
mosfera puede considerarse un fluido);
simplificindolas, obtuve un sistema
con tan sélo tres grados de libertad.
A pesar de ello, el sistema se compor-
taba de un modo aparentemente esto-
cistico que escapaba a toda caracteri-
zacion adecuada por cualquiera de los
tres fipos de atractor entonces conoci-
dos. El atractor que observd, llamado
hov atractor de Lorenz, fue ¢l primer
ejemplo de atractor cadtico, o extrafio,

Usando un computador digital para
simular su sencillo modelo, Lorenz di-
lucidé el mecanismo bisico responsa-
ble del azar observado: las perturbacio-
nes microscdpicas se amplifican hasta
interesar el comportamiento macros-
copico. Dos orbitas con condiciones
iniciales proximas divergen rapida-
mente de forma exponencial ¥ por ello
permanecen cercanas solo durante un
corto periodo. La situacion difiere cua-
litativamente en los atractores no cad-
ticos. En ellos, las drbitas vecinas
siguen estando cerca, los pequefios
errores se mantienen acotados y el
comportamiento es predecible,

La clave para entender el compor-
tamiento cadtico estd en una simple
operacion de estirado y plegado que se
produce en el espacio de los estados.
La divergencia exponencial constituye
una propiedad local: puesto que los
atractores tienen tamano finito, dos ér-
bitas en uno de ellos no pueden diver-
ger exponencialmente de manera in-
definida. En consecuencia, el atractor
debe plegarse sobre si mismo. Aunque
las drbitas diverjan v sigan caminos
cada vez mds alejados, en alglin mo-
mento habrin de acercarse de nuevo
entre si. Al hacerlo, las drbitas se mez-
clan en un atractor extrafio, como nai-

5. UN ATRACTOR CAOTICO desarrolla una estructura mucho mis complicada que la gue presenta un
atractor predecible (un punto, un ciclo limite o un toro). Observado & gran escala, un atractor cadtico no
constituye una superficie snave, sino una superficie gue se pliega sobre si misma. La flosteaciin muestra los
Pasos para consiruir un atractor cadtico del tipo mids elemental: el atractor de Rissler (abgjio). Primero, las
trayectorias priximas en el ohjeto deben “estirarse”, o divergir, exponencialmente (arriba); aqud s distan-
cins entre las trayectorias se ofrecen dobladas, casl. En segundo lugar, para goe el objeto se mantenga com-
pacto, se debe “doblar” sobre sl mismo (centra): Ia superficie se pliegn sobre ella, de sperte qoe sus dos
extremos se encuentren. El atractor de Rissler, ohservado en muchos sistemas, desde flojos de Muidos hasta
reacciones quimicas, confirma la mixima de Einstein de que la naturaleza prefiere las formas simples.
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pes de un mazo cuando un jugador los
baraja. El azar de las drbitas cadticas
es consecuencia del proceso de mezcla.
El proceso de estirar y doblar se pro-
duce repetidamente, creando pliegues
dentro de los pliegues ad infinitum. Un
atractor cadtico es, en otras palabras,
un fractal: un objeto que va revelando

nuevos detalles a medida que se va am-
plificando [véase la figura 7].

El caos mezcla entre si las drbitas en
el espacio de configuraciones o estados
como el panadero mezcla la pasta del
pan cuando la amasa. Para imaginar lo
que ocurre con las trayectorias vecinas
en un atractor cadtico, coloquemos una

gota de colorante azul en la masa. El
amasado consta de dos acciones: estirar
la ‘masa, con la consiguiente extension
del colorante, v plegarla sobre si
misma. Al principio, la gota de colo-
rante sdlo se alarga, pero acaba por
plegarse sobre si misma, v con el paso

6. DIVERGENCIA de las trayectorias proximas. Constituye la razin filtima
por la que el caos lleva a la impredecibilidad. Una medicién perfecta corres-
ponderia a un punto en el espacio de configuraciones, pero coalquier medicion
real resulta imperfecta y genera un entorno de incertidumbre. El verdadero
estado podria hallarse en cualquier parte del entorno. Lo que se muestra aqui
en el atractor de Lorenz, con la Incertidumbre en la medida inicial representada
por 10.000 puntos rojos, tan juntos entre s, en un comienzo, que son indistin-
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del tiempo se estira y repliega muchas

guibles. Al moverse cada ponto bajola accitn de las ecunciones, la nobe se estira
hasta convertirse en nn hilo largo ¥ fino, que se pliega después sobre si mismo
miuchas veces, hasta que sus puntos ge extienden por todo el atractor. La pre-
diccidn se torna entonces Imposible: el estado final puede encontrarse en cual-
quier parte del atractor. En el caso de un atractor predecible, por el contrario,
todos los estados finales permanecen priximos. Los nimeros que hay escritos
sobre los esquemas indican el tiempo en unidades de duocentésima de segundo.



veces, Una inspeccidn detallada mues-
tra que la masa consta entonces de mu-
chas capas alternadamente azules ¥
blancas. Tras sélo 20 pasos, la gota ini-
cial se ha estirado hasta mds de un mi-
ll6n de veces de su longitud original y
su espesor ha disminuido hasta el nivel
molecular. El tinte azul se mezcla com-
pletamente con la masa. El caos opera
del mismo moda, con la diferencia de
que, en vez de mezclarse con la masa,
se mezcla en el espacio de los estados.
Inspirado por esta imagen de la mezela,
Otto E. Rossler, de la Universidad de
Tiibingen, propuso el ejemplo més ele-
mental de atractor cadtico en un flujo
[véase la figura 5].

Cuando se llevan a cabo observacio-
nes sobre un sistema fisico, los inevi-
tables errores de la medicidn impiden
especificar su estado con toda exacti-
tud. Por cuya razon, el estado del sis-
tema no esti situado em un punto
inico, sino en una pequeiia region del
espacio de configuraciones. Aunque la
incertidumbre cudntica fija el tamafo
minimo que puede tener la regidn, en
la prictica diversas clases de ruidos de
fondo limitan la exactitud de la medi-
cidn ¢ introducen errores bastante ma-
yores. La pequeiia region especificada
por la medida es andloga a la gota de
colorante azul en la masa.

ituar el sistema en una region pe-
S quena del espacio de estados o con-
figuraciones mediante una medicidn
proporciona cierta cantidad de infor-
macidn sobre el sistema. Cuanto mds
precisa sea la medida, méds conoci-
miento obtiene el observador sobre el
estado del sistema. A lainversa, cuanto
mayor sea la region mas incertidumbre
tendri. Puesto que los puntos préximos
en un sistema no cadtico permanecen
cercanos con la evolucién temporal, la
medicién proporciona certa cantidad
de informacidn que se conserva en el
tiempo. Este es, precisamente, el sen-
tido en el que tales sistemas pueden de-
nominarse predecibles: las mediciones
iniciales contienen informacidn que
puede usarse para predecir el compor-
tamiento futuro, En otras palabras, los
sistemas predecibles no son especial-
mente sensibles a los errores de la me-
dicidn.

Las operaciones de estirado y ple-
gado en un atractor cadtico eliminan
sistemdticamente la informacion inicial
y la sustituyen por otra nueva; los es-
tirones amplian las incertidumbres en
las escalas pequeifias, los pliegues acer-
can trayectorias que estaban muy se-
paradas v destruyen informacidén de
gran escala. Asi, los atractores cadticos
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7. LOE ATRACTORES CAOTICOS son fractales: objetos que, a medida que se van amplificando, van
revelando nuevos detalles. El caos produce fractales de modo natural. Al irse separando lns trayectorias
praximas, acaban por doblarse una sobre la otra para que el movimiento permanezca dentro de vmos Kmites
finitos, Esto se repite una ¥ otra vez, generindose plicgues dentro de los pliegues ad infining., Como resol-
tado, los atractores cadticos moestran una bella estructura microsedpica. Michel Hénon, del Observatorio
de Niza, descubrif una regla simple que estiva v pliega el plano, cambiando de sitho cada uno de los puntos.
Se representan aqui los obtenidos por aplicacidn reiterada de Ia regla de Hénon, empezande con un punto
inicial. La forma geométrica resultante () proporciona un ejemplo simple de atractor cadtico. El recoadro
pequefiose anmenta por un Esctor 10en b, Repitiendoel proceso (¢, d), laestructura microscipica del atractor
s¢ manifiesta en detalle. La llustracion inferbor muoestra una coenca de atraccién del mapa de Hénon,
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