El movimiento browniano

L.a observacion del recorrido aleatorio de una particula suspendida en un fluido

condujo a la primera medicion precisa de la masa del atomo. El movimiento

browniano sirve de modelo matemdatico para los distintos procesos aleatorios

n determinadas ocasiones una
E gota de agua puede quedar
atrapada en un fragmento de
roca fgnea durante la solidificacion de
ésta. A principios del siglo x1x, el bota
nico escocés Robert Brown descubrié
una gota de ¢stas en un trozo de cuar-
zo. El agua, pens6 Brown, debia haber
permanecido naccesible durante siglos
al polen y las esporas transportadas por
el viento o la lluvia. Al enfocar dicha
gota en un microscopio, observo trazas
de mindsculas particulas suspendidas
en la misma que oscilaban sin cesar con
un movimiento completamente irregu-
lar. Este movimiento le resultaba fami-
liar a Brown: habia observado antes se-
mejante tipo de oscilaciones en sus es-
tudios de granos de polen en agua. El
nuevo experimento, sin embargo, inva-
lidaba la explicacion que hasta enton-
ces habia propuesto: “la vitalidad
se mantiene por [las “moléculas” de
una planta] largo tiempo después de la
muerte [de ésta)”. Brown concluyd con
razén que la agitacion de las particulas
atrapadas en el interior del cuarzo
debia ser un fenémeno fisico y no bio-
16gico. pero no pudo llegar a mayores
I‘ll'&"lﬁlﬂlli‘i.

La explicacion del denominado mo-
vimiento browniano se encuentra hoy
bien asentada. Un grano de polen o de
polvo suspendido en un fluido se ve so-
metido al bombardeo continuo de las
moléculas de éste. Una sola molécula
dificilmente podria tener suficiente im-
petu para que su efecto sobre la parti-
cula en suspensién lo recogiera el mi-
croscopio. Ahora bien, cuando muchas
moléculas chocan con la particula en la
misma direccion, y simultineamente,
producen una deflexion observable de
su trayectoria.

El movimiento browniano es. por
consiguiente, un efecto doblemente
aleatorio: la trayectoria de la particula
en suspension deviene imprevisible en
razon de las fluctuaciones arbitrarias de
la velocidad de las moléculas circun-
dantes. Por otro lado, como el micros-
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copio es esencialmente un filtro que
s6lo pone de manifiesto los efectos de
fluctuaciones de cierta magnitud en el
entorno molecular local, el movimiento
observado sélo insinaa la complejidad
de la travectoria real. Si el poder de re-
solucion del microscopio se incremen-
tara en un factor 10, 100 o 1000, se de-
tectarian los efectos del bombardeo por
grupos progresivamente menores de
moléculas. A un mayor aumento, par-
tes de la trayectoria de la particula que
inicialmente habian aparecido como
rectas se observarian ahora dotadas de
una estructura quebrada e irregular. La
trayectoria de una particula en el movi-
miento browniano fue uno de los pri-
meros fenémenos naturales en los que
se reconocié una auto-semejanza a
cada grado de aumento, una propiedad
clave de los objetos geométricos que
Benoit B. Mandelbrot, del centro de
investigacion Thomas J. Watson de la
IBM, ha denominado fractales.

Fenomenos probabilisticos

Desde principios de siglo, el estudio
del movimiento browniano ha ejercido
una poderosa influencia en fisica. qui-
mica y matematica. En manos de Al-
bert Einstein convirtiése en un método
de observacion concluyente para la
confirmacion de la teoria atémica de la
materia. Einstein demostro, ademas,
que la medicion de ciertas propiedades
del movimiento browniano de las parti-
culas determinaban diversas constantes
fisicas de importancia: las masas de los
atomos v las moléculas y el valor del
numero de Avogadro, que es el nume-

ro de particulas elementales por mol, la.

unidad quimica estandar de cualquier
sustancia. El movimiento browniano

también ha contribuido a una compren-
s10n tedrica mas honda de los principios
de la termodindmica, formulados con
anterioridad sobre lo que resultaron ser
generalizaciones empiricas simplifica
das en exceso.

En fechas recientes, el estudio del
movimiento browniano ha conducido a
la invencién de importantes técnicas
matematicas para la investigacion gene
ral de procesos probabilisticos. Dichas
técnicas se han aplicado al control del
“ruido” electromagnético y han contri-
buido a la comprensién de la dindmica
de la agregacién estelar, la evolucién
de ecosistemas v el comportamiento de
los precios de mercado.

Por sorprendente que parezca, cl
movimiento browniano no desperto es
pecial interés a lo largo del siglo xix.
Los cientificos de entonces desecharon
el fenomeno en la creencia de que se
trataba de un simple efecto de corrien-
tes térmicas locales debidas a diminutas
diferencias de temperatura en el fluido.
Si el movimiento lo causaran tales co
rrientes, las particulas proximas sufri-
rian el arrastre de la corriente local, y,
por tanto, seria de esperar que tales
particulas se movieran aproximada
mente en la misma direccion. La obser-
vacion mediante el microscopio contra-
dice de plano semejante expectativa.
Las particulas en suspension no inciden
unas en otras, ni siquiera cuando se ha-
llan a distancias menores que sus dia-
metros respectivos

Hacia finales de siglo, diversos des-
cubrimientos experimentales comenza-
ron a sacar a luz el origen molecular del
movimiento browniano. Se sabia que
cuanto menor era el tamano de la parti-
cula, mas rapido se desarrollaba el mo
vimiento browniano. Un aumento de la

1. MOVIMIENTO ALEATORIO, BROWNIANO, de una particula microscopica suspendida en agua.
En la ilustracion superior se muestra tal como fue representado en 1912 por Jean Baptiste Perrin. El
diagrama de Perrin registra la posicion de la particula cada 30 segundos; tales diagramas, como él hizo
observar, “solo dan una idea muy pobre de la extraordinaria complejidad de la trayectoria real™. Si se
considerara con mas detalle parte de la trayectoria y si la posicion de la particula se registrara con una
frecuencia 100 veces mayor, pongamos por caso, se reproduciria la complejidad de la trayectoria inicial
(abajo). El diagrama inferior se basa en una simulacion numérica llevada a cabo por el autor.
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2. DIFUSION de particulas brownianas (celoreadas) en un liquido transparente o en un gas, mostrada en
instantes sucesivos. Las particulas parten de una membrana permeable colocada en el centro de la caja.
La curva acampanada correspondiente representa la densidad relativa de particulas en cada punto a lo
largo de la dimension horizontal de la caja. Fl desplazamiento cuadritico medio de una particula al cabo
de un tiempo dado es proporcional a la raiz cuadrada del tiempo transcurrido: se trata del desplazamien-
to mas probable. La curva acampanada del pie de la ilustracion muestra como se relaciona el desplaza-
miento cuadritico medio con la probabilidad de que una particula ocupe cierta region de la caja al cabo
de un tiempo. Por ejemplo, si el desplazamiento cuadrético medio al cabo de tres segundos es de V'3
centimetros, ia probabilidad de que una particula se halle a menos de 4/ 3 centimetros de la membrana
central es igual al drea de la regitn coloreada comprendida bajo la curva, que viene a valer 0,68. La
probabilidad de gue se halle a mas de 21/ 3 centimetros de la membrana central es igual a la suma de las
dreas de las dos regiones grises, que es menor que el 5 por ciento del drea encerrada bajo la curva.
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temperatura del fluido también parecia
incrementar la agitacion de dicho movi-
miento. Se reconocio que tales efectos
eran coherentes con la teoria cinética
de los gases. poco después de su elabo-
racion por James Clerk Maxwell y Lud-
wig Boltzmann en la década de 1870.
Pero hubo que esperar hasta 1905 para
que Einstein estableciera las primeras
implicaciones cuantitativas de la teoria
cinética en el movimiento browniano.

Teoria cinétice

La teoria cinética de los gases consti-
tuyé el primer intento afortunado a la
hora de explicar algunas propiedades
conocidas de los gases, considerandolos
efectos macroscopicos de dtomos en
movimiento. Se sabia desde las investi-
gaciones de Robert Boyle en el si-
glo XviI que existia una relacidn inversa
entre la presién y el volumen de un gas.
Manteniendo constante la temperatu-
ra, si el volumen disminuye aumenta la
presién en una cantidad inversamente
proporcional. Si el volumen aumenta,
la presion disminuye. Segin la teorfa
cinética, la presion es el resultado de
un bombardeo constante de las particu-
las contra las paredes del recipiente. La
presiéon aumenta al disminuir el volu-
men porque la tasa de bombardeo de
las particulas es mayor para un volu-
men pequeno que para otro grande.

Anidlogamente, existe una relacién
directa entre presion y temperatura. Si
la temperatura de un gas aumenta sin
que su volumen cambie, la presion au-
menta proporcionalmente. Si baja la
temperatura, remite la presion. La teo-
ria cinética interpreta la temperatura
como una medida de la energia cinética
media de las particulas. Una mayor
temperatura equivale a un aumento de
la energia media de bombardeo, por lo
que sube la presion del gas.

Para el gas llamado ideal, estas dos
relaciones quedan resumidas en una ley
sencilla. Dicha ley establece que, para
un mol de un gas, el producto de la pre-
sién por el volumen del gas dividido
por su temperatura absoluta es igual a
una constante. Esta se denomina cons-
tante universal de los gases y se designa
mediante la letra R. que vale 1,99 calo-
rias por mol y por grado Celsius.

El progreso conceptual mds impor-
tante de la teoria cinética fue la renun-
cia a cualquier pretension de dar una
descripcién detallada de los distintos
movimientos de las particulas. Ofrecia
una descripcion estadistica del movi-
miento ocurrido, que resultaba plausi-
ble por ¢l hecho de que un sistema
constituido por muchas particulas tiene
muy poca probabilidad de desviarse




significativamente de su comporta-
miento promedio. Por ello, la teoria ci-
nética se denomina muchas veces me-
canica estadistica.

Einstein

Visto con perspectiva historica, po-
dria parecer intuitivamente obvio que
una particula de polvo o un grano de
polen sumergido en el entorno turbu-
lento atémico de un gas o un liquido
experimentara un movimiento brow-
niano. Sin embargo, para valorar la
contribucién de Einstein debe tenerse
presente que la realidad fisica del
dtomo y sus constituyentes, que hoy en
dia se da totalmente por descontado,
solo gozaban de un estatuto provisional
hace 80 anos. El fisico aleman Wilhelm
Ostwald consideraba todavia los ato-
mos “meras nociones hipotéticas que
proporcionan una imagen muy conve-
niente” de la materia. Ernst Mach man-
tenia que todas las entidades tedricas,
incluidos atomos y moléculas, debian
ser tratados como ficciones ttiles.

Einstein era un realista en esta cues-
tién. En 1905 escribia que el propésito
original de sus investigaciones en teoria
atémica “era hallar hechos que garanti-
cen en lo posible la existencia de ato-
mos de tamano definido. Entre esos he-
chos™, continuaba Einstein, “descubri
que, de acuerdo con la teoria atomisti-
ca [es decir, la teoria cinética), deberia
haber un movimiento de las particulas
suspendidas susceptible de contemplar-
se, ignorante de que las observaciones
sobre el movimiento browniano eran ya
habituales desde hacfa largo tiempo”.
Einstein tuvo, pues, visién fisica para
reconocer que los atomos revelarian su
existencia en el movimiento de las par-
ticulas suspendidas en un fluido. Aun-
que desconocia el movimiento brow-
niano, arguy6 que la deteccién de tales
particulas constituiria una potente con-
firmacién de la teoria cinética. Entre
las conclusiones de su trabajo hay una
ecuacién que posibilité la medicion
precisa de la masa del atomo.

La investigacién de Einstein sobre la
teoria atémica del movimiento brow-
niano se descompone en dos partes
principales. La primera es matematica:
se deduce una ecuacién que describe la
difusién de una particula browniana en
suspensién a través de un medio fluido.
La segunda parte constituye un argu-
mento fisico y relaciona la tasa mensu-
rable de la difusion de la particula con
otras magnitudes fisicas, tales como el
nimero de Avogadro y la constante
zniversal de los gases.

Para expresar la difusién de una par-
ticula en el lenguaje matemaético de la

mecdnica clasica hay que conocer dos
cosas de antemano: la velocidad inicial
de la particula y el valor y direccién de
los impulsos que la particula recibe en
un instante dado. Como una particula
browniana experimenta unas 10%! coli-
siones por segundo, cualquier efecto
que su velocidad inicial ejerza sobre el
movimiento subsiguiente se perderd
entre los efectos de las colisiones mole-
culares en un tiempo despreciable por
brevisimo. Resulta inviable, asimismo,
describir los impulsos uno a uno. De
ahi que Einstein abandonara la descrip-
cién mecénica directa de la difusién de
la particula browniana e introdujera en
su lugar una descripcién probabilistica.

Para deducir el resultado de Einstein
nos servird imaginar un pequerno volu-
men, de forma arbitraria, en la regién
accesible a las particulas difusoras. La
tasa con que la concentracion de estas
particulas varia con el tiempo es igual al
caudal entrante menos el caudal salien-
te de dicha regién. Cada caudal depen-
de del flujo de particulas, del caudal
por unidad de area. El flujo de particu-
las entre dos puntos de un fluido es di-

rectamente proporcional a la diferencia -

de concentraciones de particulas en
ambos puntos. El coeficiente de pro-
porcionalidad se denomina coeficiente
de difusién, o D; su valor se determina
experimentalmente. La relacién entre
el flujo v la tasa de cambio de la concen-
tracion se conoce como ley de Fick.

La formulacién matematica de esta
situacion fisica conduce a una ecuacién
diferencial denominada ecuacién de di-
fusién. Esta puede resolverse si se es-
pecifican las posiciones iniciales de la
sustancia que se difunde y los limites
del espacio accesible a la misma. La so-
lucién es una expresion matemadtica
que da la concentracion de sustancia en
cada punto del espacio para cada ins-
tante. Verbigracia, si la sustancia difu-
sora estd inicialmente concentrada
sobre la superficie de una membrana
permeable que divide una caja en dos
partes iguales, la solucién de la ecua-
cion de difusion serd una familia de cur-
vas acampanadas. El centro de cada
curva coincidird con el centro de la
caja; a medida que transcurra el tiem-
po, la curva adquirirdi una anchura
mayor y una forma mas achatada.

Desplazamiento de la particula

Existe otra manera de interpretar las
curvas acampanadas. Sea cada punto
de la curva la densidad de probabilidad
para la difusién de una sola particula
browniana a partir la membrana central
de la caja. La eleccion del término me-
taférico de densidad de probabilidad

resulta apropiado porque la densidad
de una sustancia multiplicada por su
volumen es igual a la masa de dicha sus-
tancia. Analogamente, la densidad de
probabilidad multiplicada por una me-
dida apropiada da origen a una proba-
bilidad. La medida apropiada para las
curvas acampanadas es la longitud, no
el volumen: se trata de la distancia
entre dos puntos a lo largo del eje hori-
zontal de la grafica. El producto de
dicha distancia por la altura media de la
curva en el intervalo entre ambos pun-
tos es una probabilidad.

El 4rea encerrada bajo una de las
curvas acampanadas entre las dos li-
neas verticales representa la probabili-
dad de que la particula browniana se
halle en una regién dada de la caja en
un determinado instante. Cada linea
vertical pasa por uno de los dos puntos
del eje horizontal que corresponden a
los limites de la region considerada.
Segin esta interpretacion, la solucién
de la ecuacién de difusién no s una ex-
presién de la distribucién de concentra-
ciones de particulas, sino una distribu-
cién de probabilidad.

Una medida probabilistica conve-
niente para una particula browniana es
el desplazamiento cuadratico medio.
Para entender qué significa dicha mag-
nitud atendamos a la difusién de un
gran nimero de particulas brownianas.
Se miden los desplazamientos de todas
las particulas en un cierto instante f; se
elevan al cuadrado. La raiz cuadrada
de la media de los cuadrados de los des-
plazamientos constituye el desplaza-
miento cuadréitico medio en el instante
t. La probabilidad de que una particula
browniana se difunda como méaximo
una distancia igual al desplazamiento
cuadratico medio a partir de la mem-
brana central de la caja es 0,68; la pro-
babilidad de que recorra mas del doble
de dicho desplazamiento cuadratico
medio es menor de 0,05.

El desplazamiento cuadratico medio
de una particula browniana que se di-
funde a partir de la membrana de la
caja es \/ 2Dt, donde D simboliza el
coeficiente de difusién y ¢ designa el
tiempo. Asi pues, si una particula se di-
funde, en promedio, un centimetro en
un segundo, se necesitardn cuatro se-
gundos para difundirse dos centimetros
y nueve segundos para difundirse tres
centimetros. Otras condiciones inicia-
les diferentes en la ecuacién diferencial
para la difusién dan origen a soluciones
semejantes. Einstein llegd a predecir
que el desplazamiento radial de una
particula que se difunda en cualquier
direccion a partir de un punto central
“no era proporcional al tiempo sino a la
raiz cuadrada del tiempo”. Este resul-
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tado se sigue”, afirmaba, “de los cami-
nos recorridos durante dos intervalos
consecutivos de tiempo, que no siem-
pre deben sumarse, sino que con casi
igual frecuencia se deben restar”.

Medidas de difusion

Gracias a esta prediccién llegé la pri-
mera comprobacién adecuada de la ex-
presion de Einstein para la distribucién
de probabilidades de los desplazamien-
tos de una particula browniana. El fisi-
co francés Jean Perrin y sus colabora-
dores siguieron el movimiento de una
particula browniana casi esférica y re-
gistraron su posicién a intervalos igua-
les de tiempo. Tras repetir el experi-
mento muchas veces, representaron el
promedio del cuadrado del desplaza-
miento en funcién del tiempo. La grafi-
ca asi obtenida era una linea recta, cuya
pendiente se deslizaba proporcional a
D, el coeficiente de difusion.

El valor experimental de D es una de
las nuevas magnitudes introducidas en
la teoria de Einstein que permite medir
el tamaiio del 4tomo. Imaginemos que
se han suspendido grénulos microscépi-
cos o particulas brownianas en una co-
lumna vertical de aire en reposo [véase
la figura 4]. Como los granulos estin
sometidos a la fuerza de la gravedad,
tienden a caer hacia el fondo de la co-
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lumna. Sin embargo, a medida que su
concentracién cerca del fondo va au-
mentando, la diferencia de concentra-
cion entre éste y la superficie tiende a
llevar los granulos hacia esta dltima,
donde su concentracion es relativamen-
te menor. Cuando se establece el equi-
librio, la distribucion de granulos re-
fleja un equilibrio entre el impulso
hacia abajo de la gravedad y el impulso
ascendente de la difusién.

La viscosidad del aire impide que los
granulos reciban una aceleracién conti-
nua por parte de la gravedad. Adquie-
ren una cierta velocidad terminal y se
desplazan luego hacia abajo con esta
velocidad constante, que es igual a la
fuerza de la gravedad sobre cada parti-
cula dividida por la viscosidad. Como
ésta cambia con el aumento de densi-
dad del aire, la velocidad terminal varia
con la altura, pero dicha complicacién
puede eliminarse si se consideran sélo
las velocidades de las particulas a cierta
altura, determinada de manera arbitra-
ria. En el equilibrio, el nimero de gra-
nulos que pasan hacia abajo a este nivel
debe compensarse con el nimero de
particulas que lo atraviesan en sentido
ascendente. Por tanto, a una altura
dada la velocidad media de un granulo
que se mueva hacia arriba debe ser
igual a la velocidad terminal de los gra-
nulos descendentes.

VARIACION DE LA DISTANCIA

VARIACION
DE LA CONCENTRACION

) CON LA DISTANCIA
VARIACION DE —
LA CONCENTRACION o ——
DISTANCIA——>
SECCION DELGADA

DIFUSION—> '

e 3 L

3. UNA CONCENTRACION NO UNIFORME de particulas brownianas en una caja (en color) da lugar
a una fuerza de difusién que impulsa las particulas hacia zonas de menor concentracién, Arriba: concen-
tracién de particulas en un instante dado en funcién de la posicién, La tasa de cambio de la concentracién
entre dos puntos de la caja viene determinada por la pendiente de la recta que une los puntos de la grifica
correspondientes a ambos puntos de la caja. El flujo medio de particulas a través de una seccion de la caja
es proporcional a la tasa de variacién de la concentracién de particulas con la distancia; es, pues, el flujo
proporcional a la pendiente de la recta que une los dos puntos de la curva de concentraciones correspon-

dientes a los limites de la seccién considerada. El flujo es igual a la concentracion media de las particulas

en el interior de la fina seccion recortada en el centro, multiplicada por su velocidad media.
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El flujo de los granulos que se difun-
den es igual a su velocidad media divi-
dida por el volumen de la pequefa
nube que atraviesa el nivel considerado
de la columna en un breve intervalo.
Asi pues, el flujo equivale al producto
de la velocidad de los granulos por su
concentracién C al nivel considerado.
Y por ser el flujo también igual al pro-
ducto de D, el coeficiente de difusién,
por la tasa de variacion de la concentra-
cién de granulos con la altura, la veloci-
dad media con que los granulos se di-
funden hacia arriba equivaldra a D/C
multiplicado por la tasa de cambio de
concentracién con la altura.

Masa del atomo

La tasa de cambio de la concentra-
ci6én es proporcional a la tasa de varia-
ci6n de la presién de los granulos con la
altura; la constante de proporcionali-
dad se deduce de la ley de los gases
ideales: ésta resulta ser igual a N/RT,
donde N, representa el nimero de
Avogadro, R la constante universal de
los gases y T la temperatura absoluta
del gas. La aparicion en este punto del
nimero de Avogadro se sigue de la
propia ley de los gases ideales, pero
cuando Einstein propuso este argumen-
to se conocia dicha magnitud experi-
mentalmente y con mucha imprecisién.
Su introduccién en este contexto per-
miti6 relacionar dos propiedades de los
fluidos que hasta entonces habian pare-
cido independientes: el movimiento de
una particula en el seno de un fluido
viscoso y la denominada presion osmo-
tica que ejerce una sustancia disuelta
confinada por una fuerza exterior en
una pequefa regién de un fluido.

La tasa de variacion de la presién
con la altura en una posicién determi-
nada se expresa a través de la concen-
tracién de granulos en una fina capa
por encima mismo de la posicién consi-
derada multiplicada por la fuerza que la
gravedad ejerce sobre cada granulo. Al
igualar la velocidad de difusién de un
granulo con la velocidad terminal de
éste bajo la accion de la gravedad, una
sencilla manipulacién algebraica da la
ecuacién de Einstein para el coeficiente
de difusién: D = RTIfN,, donde f re-
presenta la viscosidad del aire. En vir-
tud de esa expresion, el valor del niime-
ro de Avogadro es RT/Df; vale decir: el
producto de la constante universal de
los gases por la temperatura absoluta,
dividido por el coeficiente de difusién y
la viscosidad.

La determinacién del valor del na-
mero de Avogadro equivale a la medi-

‘da de las dimensiones atémicas. En

este sentido explotd Perrin el resultado



de Einstein, por cuya razén se le atri-
buy6 el mérito de ser el primero que
pesé el dtomo. La viscosidad f puede
medirse de varias maneras; una de
ellas, a partir de la velocidad con que
una particula se sedimenta en el seno
de un fluido. La constante universal de
los gases R se determina a partir de la
temperatura y la presién de una canti-
dad conocida de gas confinada en un
volumen considerado. Puesto que Pe-
rrin habia ya medido D, y T viene dada
por un termdmetro, cabe calcular el ni-
mero de Avogadro, cuyo valor se apro-
xima a 6 X 10%.

Ante las maltiples hipétesis imagina-
das por Einstein, llama la atencién que
el valor de Perrin para el numero de
Avogadro sélo difiera en un 19 por
ciento de su valor aceptado hoy en dfa.
El valor del nimero de Avogadro con-
duce directamente a la masa del dtomo
y la molécula. Por definicién, la masa
de una particula elemental es la masa
de un mol de la sustancia compuesta
por dichas particulas, dividida por el
namero de Avogadro. Por ejemplo, un
mol de oxigeno pesa 16 gramos. El
peso de una molécula de oxigeno es por
consiguiente  16/(6 X 10¥), o sea
2,7 x 10~* gramos. El puntilloso es-
fuerzo que condujo a este calculo y a
otros similares fue el golpe de gracia
para los que ain permanecian escépti-
cos con respecto a la teoria atémica.
Perrin obtuvo el premio Nobel de fisica
en 1926.

Termodinamica

Lo que he dicho hasta ahora sobre la
teoria de Einstein del movimiento
browniano no le hace atn justicia. No
solo verifico la existencia fisica de los
dtomos, sino que, ademds, su éxito es-
pectacular establecié la mecénica esta-
distica como la base sobre la cual deben
hallar soporte o refutacion las leyes de
la termodindmica.

Dado el valor del nimero de Avoga-
'dro y lo diminuto del 4tomo, se explica
por qué fue posible establecer leyes ter-
modindmicas fenomenoldgicas, o ma-
croscépicas, aproximadamente correc-
tas antes incluso del desarrollo de la
mecénica estadistica. Segtn la ley de
los grandes nimeros, las fluctuaciones
o desviaciones espectaculares del com-
portamiento medio han de constituir la
excepcién en un sistema macroscopico
de 10 particulas. Otras fluctuaciones,
menores y mdas comunes, predichas
para tales sistemas se hurtaban a los
instrumentos de medida poco sensibles
del siglo xix. Sin embargo, la visién es-
tadistica de la termodindmica exigio la
revision de sus leyes fenomenoldgicas.

DIFUSION
A
SECCION
DELGADA A\
GRAVEDAD

4. DISTRIBUCION DE EQUILIBRIO de particulas brownianas en un campo gravitatorio que resulta de
un balance dindmico entre la gravedad y la fuerza de difusién, que impulsa las particulas desde las zonas
de mayor concentracién del fondo de Ia columna hasta las de menor concentracién de Ia parte superior.
En cualquier seccién fransversal de la columna, la velocidad media descendente de las particulas debida a
la gravedad iguala la velocidad media ascendente con que se difunden las particulas. La velocidad ascen-
dente es proporcional a la variacion de la concentracién de particulas con la altura (véase la figura 3). Si se
supone gue las particulas forman un gas ideal, resulta entonces ficil deducir una expresién algebraica

para el peso de un dtomo o de una molécula en funcién de magnitud

Por ejemplo, el movimiento perpe-
tuo de una particula en el movimiento
browniano contradice la version feno-
menolégica primitiva de la segunda ley
de la termodindmica. Segin el enuncia-
do fenomenoldgico de la segunda ley,
en un sistema cerrado la temperatura
de todos los puntos tiende al mismo
valor; cuando se alcanza el equilibrio,
no hay manera de transformar la ener-
gia térmica en energia atil, o trabajo,
en dicho sistema.

Ahora bien, la temperatura de una
particula browniana suspendida en
agua es la misma que la del agua, pero
la energia cinética de su constante agi-
tacién ha de provenir de la energia ci-
nética de las moléculas del agua. Como
la temperatura es una forma de expre-
sar la energia cinética translacional de
las moléculas, la breve transferencia de
energia cinética a la particula brownia-
na sélo puede conseguirse con un en-
friamiento local del agua. Asi pues, €l
movimiento browniano muestra que el
estado de temperatura completamente
uniforme que presupone la segunda ley
no se satisface nunca de un modo cabal
en la naturaleza. La definicién de equi-
librio termodindmico ha de tener en
cuenta fluctuaciones aleatorias, peque-
fias aunque persistentes, en la tempera-
tura del sistema.

De la importancia de dichas fluctua-
ciones en los sistemas fisicos habl6 ya

ables experimentalment,

Einstein en 1910. A este respecto desa-
rrollé una teoria de las fluctuaciones
mediante la introduccion de conceptos
estadisticos en la termodinamica. La
termodindmica fenomenoldgica se limi-
taba a codificar las repetidas observa-
ciones experimentales segin las cuales
la energia siempre se degrada, en el
sentido de que cada vez cuesta mds ex-
traerla para efectuar un trabajo atil. En
la termodindmica fenomenoldgica, la
medida de esta degradacion de la ener-
gia fue denominada entropia, de la raiz
griega que significa cambio. Segiin el
enunciado fenomenolégico de la segun-
da ley, la entropia de un sistema aislado
siempre tiende hacia un maiximo con el
transcurso del tiempo.

En termodindmica estadistica, la de-
finicién de entropia recibe una modifi-
cacién sutil. Segln la teoria atémica,
todos los macroestados de un sistema,
o estados observables macroscépica-
mente, incluido el equilibrio, manifies-
tan las diversas configuraciones de
atomos y moléculas. Dichas configura-
ciones se denominan microestados. En
todo sistema aislado, cada microestado
compatible con un macroestado dado
es igualmente probable. De donde re-
sulta razonable suponer que el estado
de equilibrio identificado por la segun-
da ley en su version fenomenoldgica es
el macroestado para el cual existe un
mayor nimero de microestados.
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5. DIAGRAMA DE ENERGIA para un sistema fisico con dos estados, A y B, cuya energia potencial es
minima con respecto a los estados de sus distintos entornos. En ausencia de fluctuaciones térmicas, si el
sistema ocupara uno de estos estados, 4 o B, permaneceria indefinidamente en él. En presencia de fluc-
tuaciones aleatorias, sin embargo, acontece una probabilidad finita de que el sistema no permanezca en
ninguno de dichos estados con un minimo local de energia. Un sistema en un estado A puede atravesar la
barrera de energia y llegar al estado B ¥ un sistema en el estado B puede alcanzar el A. La estabilidad
relativa de ambos estados A y B se infiere de las probabilidades respectivas de ambas transiciones.

Hay muchisimos més microestados
esencialmente indistinguibles y asocia-
dos con un macroestado desordenado
que microestados asociados a otro or-
denado. Por tanto, si en termodindamica
estadistica el estado de equilibrio habia
de seguir siendo el de maxima entropia,
debiase redefinir la entropia: seria la
medida del desorden de un sistema fisi-

co, no la medida de la degradacion de |

su energia. Cuanto mayor es el desor-
den del sistema, mas microestados se
hacen compatibles con el macroestado
correspondiente y mayor es la entropia
del macroestado.

La relacién précisa entre la entropia
de un macroestado y el ntimero de mi-
croestados asociados fue formulada por
Boltzmann en 1896. La entropia es pro-
porcional al logaritmo del nimero de
microestados; la constante de propor-
cionalidad, denominada constante de
Boltzmann, es la constante universal de
los gases R por dtomo, que equivale,
pues, a 3,3 X 107* calorias por grado
Celsius. '

El cambio clave estriba en que, en
termodinamica estadistica, la segunda
ley no puede tomarse ya como una
verdad absoluta. Por ser igualmente
probables todos los microestados del
sistema, hay probabilidad, pequena,
aunque no nula, de fluctuaciones que
lleven a un macroestado muy ordena-
do. Dicho de forma mas precisa, la pro-
babilidad de que una fluctuacién es-
ponténea produzca una disminucién de
entropia es proporcional a e, la base de
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los logaritmos naturales, elevada a un
exponente igual a dicha variacién de
entropia cambiada de signo y dividida
por la constante de Boltzmann. Por
ejemplo, la probabilidad de un descen-
so espontdneo de entropia de un mol
de helio a cero grados Celsius es del
orden de 10™*. Es posible, aunque ex-
traordinariamente improbable, que
todas las moléculas de aire de una habi-
tacion se congreguen de forma espontd-
nea en un rincén, dejando el vacio en el
resto de la habitacién.

La validez de la termodindmica feno-
menoldgica refleja, pues, el hecho si-
guiente: con respecto a los patrones or-
dinarios, la constante de Boltzmann es
un niimero extraordinariamente peque-
fio. ;Podriamos sobrevivir en un
mundo donde la constante de Boltz-
mann alcanzara un valor superior, de
lejos, a la cifra actual? Probablemente
no. En ese mundo el incremento de
energia cinética de cada 4tomo para un
aumento dado de temperatura seria
mucho mayor que en nuestro universo.
Creceria la probabilidad de fluctuacio-
nes que disminuyeran la entropia; la
aparicion espontanea de sistemas fisi-
cos ordenados seria, también, mucho
mas frecuente a escala macroscépica.

Tal mundo seria semejante al que ex-
perimentariamos si pudiéramos redu-
cirnos a las dimensiones de una particu-
la browniana. A dicha escala, la tempe-
ratura, la presién y el volumen de la
materia circundante fluctdan incesante-
mente. Por si esto fuera poco, en las

proximidades de un punto critico de
una transicién de fase, verbigracia, la
correspondiente al paso de vapor a li-
quido, las fluctuaciones aleatorias cre-
cen de un modo espectacular. Para ex-
presar la interpretacién probabilistica
de las leyes de la termodinamica feno-
menoldgica, Maria Goeppert-Mayer y
Joseph Edward Mayer tomaron esta
frase de Gilbert y Sullivan: “;Nunca?
No, jnunca! ;Nunca? Bueno, casi
nunca”.

Termodinamica fuera de equilibrio

La constatacion de que el movimien-
to browniano es una manifestacién de
las fluctuaciones estadisticas entre los
microestados de un sistema termodina-
mico tuvo para el estudio de los siste-
mas fuera de equilibrio consecuencias
de mayor alcance que para el de los sis-
temas que se mantenian dentro. En el
equilibrio, el orden con que los sucesos
se producen es irrelevante: las fluctua-
ciones entre microestados dificilmente
dan lugar a un macroestado observa-
ble. Para sistemas fuera de equilibrio,
sin embargo, el orden temporal de los
acontecimientos resulta de suma im-
portancia.

Ya he comentado gue una version
estadistica de la segunda ley de la ter-
modindmica fenomenoldgica debe ex-
plicar cémo evolucionan los sistemas
hasta el estado de equilibrio. En otras
palabras, la segunda ley debe explicar
por qué razén los macroestados orde-
nados originan espontaneamente ma-
croestados desordenados. Batir un
huevo y otros procesos afines son irre-
versibles en el tiempo; determinan por
tanto una direccion temporal. En la ter-
modindmica fenomenolégica se ha de- -
sarrollado un conjunto de leyes a partir
de estudios empiricos que describen la

“evolucién de diversos procesos irrever-

sibles desde ciertos estados especiales
de no equilibrio.

Por ejemplo, si una barra metalica se
calienta por un extremo y la diferencia
de temperaturas entre sus dos extremos
no es demasiado elevada, la tasa con
que la energia calorifica tiende a fluir
desde el extremo caliente hasta el frio
es directamente proporcional a la dife-
rencia de temperaturas. Asi pues, a
medida que la barra se aproxima al
equilibrio térmico, la “fuerza™ debida a
la diferencia de temperaturas dismi-
nuye y decrece el “flujo” o tasa de
transferencia de calor. Analogamente,
segln se vio antes, la ley de Fick esta-
blece que el flujo de un gas que se di-
funde desde regiones de gran concen-
tracién hacia otras de baja concentra-
cién es directamente proporcional a la



“fuerza” descrita por la diferencia de
concentraciones entre ambas regiones.
Una y otra ley son relaciones lineales,
porque el flujo es siempre proporcional
a la fuerza, a pesar de que se hallen en
cambio incesante.

En principio, la termodindmica de
no equilibrio no est4 restringida a rela-
ciones lineales entre flujos y fuerzas.
Cuanto maés se aleja un sistema del
equilibrio, mayor interés adquieren los
efectos no lineales. No existe un méto-
do general de formular leyes que des-
criban tales efectos, sélo hay aproxima-
ciones por ensayos sucesivos. Sin em-
bargo, la comprensién estadistica de
sistemas de no equilibrio que obedez-
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can leyes fenomenoldgicas lineales
puede llevar a un mejor conocimiento
de los efectos no lineales. El tratamien-
to matematico de la termodinamica de
no equilibrio puede retrotraerse a una
ecuacion que el fisico francés Paul Lan-
gevin formulé en 1908 para la descrip-
cién del movimiento de una particula
en un fluido viscoso.

Imaginemos que una pequefa parti-
cula esférica, del tamafio de una canica,
por ejemplo, es impulsada a través de
un fluido por alguna fuerza exterior.
Recuérdese que la particula acaba por
alcanzar una velocidad terminal que
depende de la viscosidad del fluido. La
viscosidad opone una fuerza de resis-

tencia, proporcional a la velocidad de
la particula, que actia en la misma di-
reccién y sentido opuesto que dicha ve-
locidad; tiende, pues, a frenarla. La
energia del movimiento hacia adelante
se disipa en forma de calor, que desen-
cadena fluctuaciones térmicas en el
fluido.

Supongamos ahora que el tamanio de
la particula es variable y que lo vamos
reduciendo continuamente hasta di-
mensiones microscépicas. Una particu-
la de tamaio macroscépico sélo “nota-
ria” la fuerza de resistencia, y su movi-
miento no seria afectado esencialmente
por el bombardeo molecular. A medida
que la particula mengua, las fluctuacio-
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VIELOGIDAD DE LA PARTICULA

DIFERENCIA DE TEMPERATURAS
ENTRE LOS DOS EXTREMOS
DE LABARRA

TIEMPO —>

TIEMPQ —>

& LA TENDENCIA A LA TEMPERATURA de equilibrio de una barra ca-
l=xt=ds por mn extremo (serie esquemdtica de la derecha) es matematicamente
smslosz 2] movimiento de un grano de arena en un liquido (esquemas de la
ogmserds). La fuerza de resistencia que se ejerce sobre el grano por parte de la
viscesidad del liguido es ansloga a la “fuerza™ que tiende a restablecer una
=mpersturs mniforme en la barra calentada. La fuerza de resistencia es pro-
percessl 2 k= velocidad del grane, por lo cual va disminuyendo 2 medida que
= =m0 sz detiene. Andlogamente, k= fnerza gue tiende 2 restablecer e equili-
e == ks berra calentada e proporcienal 2 Iz diferenciz de temperaturas que
s= registra emtre sus dos extremos: 2 Medida gue dicka diferencia disminuye,
= Snerrs recasradors se redmce. Ambes procesas se representss eraficanen-

te en las curvas negras continuas (abajo). Superpuesta sobre cada uno de estos
procesos, hay una rédpida fuerza fluctuante debida a la agitacién molecular
aleatoria. La fuerza fluctuante que actia sobre el grano hace que éste descri-
ba un movimiento browniano alrededor de la trayectoria rectilinea en el seno
del liquido. En la barra, las fuerzas fluctuantes presentan la forma de fluctua-
ciones de temperatura en pequefias regiones; las regiones relativamente mds
calientes se han coloreado; y las regiones més frias se indican mediante una
gradacion descendente de la intensidad del color y tonalidades grises cada vez

~mas oscoras. Las fluctuaciones se representan mediante lineas quebradas de

color gue oscilan en torno a las curvas negras suaves; dichas fluctuaciones
se han exagerado en los diagramas para poder ofrecer mayor claridad.
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nes se hacen cada vez maés ostensibles
hasta que la particula termina por com-
portarse como si no le afectara la fuerza
macroscopica de resistencia; presenta
entonces movimiento browniano. La
ecuacion de Langevin combina ambos
efectos y los aplica a particulas de ta-
mano intermedio.

Ecuacion de Langevin

La ecuacién de Langevin se ve asi en-
raizada en dos mundos: el macroscépi-
co, representado por la fuerza de resis-
tencia, y el mundo microscdpico, mani-
festado por la fuerza fluctuante o brow-
niana. Segin dicha ecuacién, la fuerza
total que actda sobre una particula es la
suma de ambas fuerzas, que pueden in-
terpretarse como las componentes de la
fuerza total en escalas temporales dife-
rentes. En tiempos cortos, la fuerza
que domina es la fluctuante; ésta varia
con rapidez. En intervalos mds largos,
empiezan a predominar los efectos de
la fuerza de resistencia. La fuerza total
equivale a la masa de la particula multi-
plicada por la aceleracién producida
por ambas componentes, que es la tasa
de cambio de la velocidad de la particu-
la con el tiempo.

El fisico noruego Lars Onsager ob-
servé agudamente que, con un simple
cambio de notacién, la ecuacién de
Langevin podia suministrar una des-
cripcion estadistica de los procesos irre-
versibles. Asi, sugirid sustituir la velo-
cidad de la particula descrita por la
ecuacién de Langevin por la desviacién
de una magnitud termodindmica con
respecto a su valor de equilibrio. Por
ejemplo, si una barra se calienta por un

extremo, su desviacién del equilibrio se
asimila a la velocidad de una particula.
Ademis, Onsager propuso remplazar
la fuerza de resistencia sobre la particu-
la por la tendencia del sistema termodi-
namico hacia su estado de equilibrio.
Asi pues, la “fuerza” termodinidmica
que lleva la barra desigualmente calen-
tada hacia el equilibrio se compara con

la resistencia viscosa que frena la parti-

cula en movimiento. La ecuacién resul-
tante sirve entonces para estudiar la in-
fluencia de las fluctuaciones térmicas
sobre los procesos irreversibles.

El truco matemdtico de Onsager
pone de manifiesto una profunda ana-
logia entre el movimiento de la particu-
la y el relajamiento de un estado de no

equilibrio. En intervalos temporales

largos, comparados con el tiempo de
relajacién de una fluctuacién, Onsager
supuso que, en promedio, el proceso de
decaimiento venia dado por las leyes
fenomenoldgicas de la termodindmica
de no equilibrio. La aparicién de un
flujo de calor de variacién suave, desde
el extremo caliente al extremo frio de
la barra, resulta muy parecida a la apa-
ricién de una fuerza de resistencia
media en una particula relativamente
grande que se desplazara en un liquido.
En cada caso, las observaciones se lle-
van a cabo en intervalos cortos, finitos;
si bien se prolongan lo suficiente como
para que las fluctuaciones aleatorias se
cancelen entre si. S6lo en intervalos
cortos se detectan las fluctuaciones
errdticas superpuestas sobre el flujo
medio y suave que se observa.

La hipétesis de Onsager sobre la evo-

lucién promedio de un sistema hacia el
equilibrio parece razonable. ;Cémo, si

7. SIMETRIA ENTRE PASADO Y FUTUROQ, esquematizada mediante el recorrido temporal de un
sisterna a lo largo de una serie de estados fisicos. Cada punto del interior de la regién gris representa
un estado del sistema. El estado de equilibrio es el punto 0. Si se desplaza el sistema hasta cierto estado de
no equilibrio U, correspondiente al maximo de entropia del sistema sobre la frontera, éste evolucionard

casi con toda seguridad segiin las leyes macroscipicas de la termodindmica. Dichas leyes predicen que

pasara por algiin estado de no equilibrio §, de entropia no menor que la de U, y que legara, por iltimo,

hasta las proximidades de 0 (en color). Una vez alli, el sistema fluctuar4 sin cesar alrededor de 0. Por muy

Pequenias que sean las fluctuaciones, es posible que su efecto acumulative conduzea el sistema de nuevo al

punto U de la frontera. Si no se interviene sobre el sisterna, la Gltima parte del recorrido desde S hasta U

seguira casi siempre un camino infinitesimalmente préximo al que antes habia recorrido desde U hasta S.
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no, iban a emerger las relaciones linea-
les de la termodindmica de no equili-
brio? ;Hay acaso una descripcidn esta-
distica mejor? A pesar de lo cual peca
de restrictiva, pues limita su teoria al
estudio de sistemas cuyas fluctuaciones
quedan descritas mediante una campa-
na de Gauss. En otras palabras, las pe-
quenas fluctuaciones de temperatura
de la barra con respecto a los valores
medios dados por las leyes fenomeno-
légicas del transporte de calor han de
distribuirse de la misma manera que los
desplazamientos de un gran nimero de
particulas brownianas con respecto a
un punto y en un instante determi-
nados.

Inversion temporal y evolucion

;Qué ocurre si la distribucién de las
fluctuaciones no se supone acampana-
da o gaussiana? Se puede partir enton-
ces de otra hipdtesis razonable y menos
restrictiva: cualquier estado de no equi-
librio de un sistema fisico ha de tender
hacia un estado de equilibrio caracteri-
zado por la anulacién de los flujos.
Segin esta condicion, no es imprescin-
dible que el estado de equilibrio se
mantenga estable en el sentido estatico
habitual. Antes bien, el estado de equi-
librio es aquel hacia el que tienden
todos los demds estados. Si se perturba
el sistema fuera de equilibrio, éste res-
ponde disminuyendo la magnitud de la
perturbacion, para asi restablecerse el
estado inicial de equilibrio.

Esta definicién de equilibrio recono-
ce que las fluctuaciones térmicas, por
mindsculas que sean, alteran la evolu-
cion de un sistema termodindmico.
Siempre habra alguna probabilidad no
nula de que el sistema evolucione con-
tra corriente. Por muy lejos del equili-
brio que se halle cierto estado y por
pequenias que sean las fluctuaciones
aleatorias, existe siempre una cierta
probabilidad no nula de que més tarde
o mis temperano el sistema alcance
dicho estado a partir del equilibrio.

Un anélisis matematico detallado da
un resultado todavia mas notable. Su-
cede que en su aproximacién a ese esta-
do de no equilibrio, altamente impro-
bable, el sistemna tiende a seguir justa-
mente el inverso del camino que segui-
ria si, a partir de dicho estado, se apro-
ximara al de equilibrio, suponiendo
que no haya interferencias exteriores al
sistema. Esta evolucién antitermodina-
mica, descrita por la inversién tempo-
ral, no es lenta y continua, sino que se
desarrolla con brusquedad y a saltos.
En un tiempo virtualmente ilimitado, el
crecimiento y decaimiento de las fluc-
tuaciones térmicas manifiestan una si-



metria entre pasado y futuro opuesta a
la asimetria temporal asociada mis co-
minmente a la termodindmica median-
te la segunda ley.

Analogias matematicas

El aparato matematico desarrollado
para abordar las fluctuaciones refleja-
das en el movimiento browniano puede
aplicarse, en lineas generales, a cual-
quier disciplina en que se pretenda
evaluar los efectos de una variable alea-
toria. Estas magnitudes suelen presen-
tarse en la descripcion de muchos feno-
menos naturales; por una razon princi
pal: los valores de sus variables no se
conocen o son dificiles de determinar.
Una de las primeras aplicaciones fue el
filtrado del ruido electromagneético,
aleatorio y estatico, de las sefiales de
radar o de emisoras de radio. Por ana-
logia, muchas técnicas matematicas se-
mejantes resultan atiles cuando puede
identificarse algiin tipo de “ruido” en
un sistema cuya evolucion pueda deter-
minarse en ausencia de dicho ruido. El
problema consiste en este caso en evi-
luar la influencia de la variable aleato-
ria sobre el resultado final.

Por ejemplo, en el estudio de la dind-
mica de cumulos estelares, la fuerza
sobre una estrella puede desglosarse en
dos componentes: la influencia gravita-
toria global del cimulo, considerado
como un todo, y la influencia gravitato-
ria del entorno estelar. La influencia
global del cimulo varia lentamente con
el tiempo y con la posicién de la estre-
lla; puede aproximarse mediante una
expresion sencilla para la energia po-
tencial gravitatoria, ya que el nimero
de estrellas que engendran dicha fuerza
es muy grande.

La influencia de la distribucién de
materia en el entorno estelar introduce
fluctuaciones de variacion muy rapida
en el potencial gravitatorio de la estre-
lla considerada. Tales fluctuaciones de-
terminan que la fuerza que actia sobre
la estrella difiera de la fuerza que resul-
taria de tener en cuenta tan solo el po-
tencial gravitatorio global del camulo.
Un estudio llevado a cabo a principios
de la década de los 40 por Subrahma-
nyan Chandrasekhar permite calcular
la probabilidad de que el valor de la
fuerza gravitatoria sobre la estrella se
encuentre entre dos valores dados.

En los ecosistemas se presentan mu-
chos casos donde variables que fluctian
al azar pueden influir en la evolucion a
largo plazo. La prevision del nimero
de individuos de las poblaciones se basa
en recuentos de muestras de diversas
poblaciones rivales, efectuados a lo
largo de muchos aios. Los resultados

de tales recuentos varian con los méto-
dos empleados para la elaboracion del
censo; los propios puntos exactos de
variacién resulta, a menudo, dificiles
de cifrar. Puede llevarse a cabo una
previsién mas fiable si tales variaciones
se tratan matematicamente como varia-
bles fluctuantes aleatorias. De modo
semejante, las fluctuaciones impredeci-
bles de frecuencias genéticas en una po-
blacién animal pueden conducir a la
fijacion de un solo genotipo; la mejor
manera de abordar ¢l proceso corres-
pondiente es a través de un plantea-
miento de las fluctuaciones cual si fue-
ran sucesos aleatorios.

Economia y navegacion

Mas reciente es la aplicacion de and-
lisis probabilisticos, basados en las ma-
tematicas del movimiento browniano, a
la economia. Los profesionales de esta
rama han utilizado tales técnicas para
justificar el comportamiento de precios
de mercado, las tasas de inflacion, las
de interés y otras variables financieras.

- En este contexto, el precio de una par-

tida es controlada en parte por opcio-
nes de comercio, que son contratos que
dan derecho a comprar o vender la par-
tida en un periodo especificado. Se es-
pera que el precio de la partida fluctae
segn el numero y el precio de las op-
ciones negociadas; dicha fluctuacion se
superpone al precio que presumible-
mente determinarian las puras fuerzas
de mercado en ausencia de opciones.
El objetivo es, como siempre, la pre-
diccién del precio futuro de la partida
con la mayor fiabilidad posible.

Una vez estimados los efectos de una
fluctuacion aleatoria, lo que se preten-
deria a continuacién seria la posibilidad
de controlarlos. De nuevo, las técnicas
matematicas desarrolladas en una disci-
plina han experimentado una rapida
generalizacién. Un método de control
estadistico, semejante al desarrollado
para mejorar la recepcién de las senales
de radar durante la segunda guerra
mundial, lo explotan hoy muchos siste-
mas que recogen entradas continuas de
datos; por ejemplo, los sistemas de ra-
dionavegacién. También se ha aplicado
al control de calidad de las mercancias
fabricadas en serie.

Aunque se ha desentrafiado la natu-
raleza del movimiento browniano que
dio origen a la teoria, queda mucho ca-
mino por andar en lo concerniente al
desarrollo de sus analogias matemati-
cas. Si nos atenemos a la historia, el
movimiento browniano seguira reapa-
reciendo, en formas cada vez mds abs-
tractas, para iluminar las disciplinas
mas dispares, durante muchos anos.
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Hoy dia se reconoce cada vez mds, que
entre los conocimientos bisicos de los es-
tudiantes de Historia debe encontrarse la
Economia. Este libro estd pensado para
proporcionar una forma de comprender
la Economia, especialmente adaptada a
guicnes centran su interés en la Historia.
Fsta manera de presentar la Economia,
seguramente encontrard adeptos entre
aquellos para guienes son preferibles las
demostraciones de importancia historica y
un estilo mas literario a la precisa contem-
poraneidad y abstraccién de las habituales

“introducciones a la Economia.

La Economia gue se utiliza en los anali-
sis histéricos no se encuentra de forma or-
ganizada en el contexto de las introduceio-
nes ortodoxas a la Economia. En vez de
escribir de la forma habitual y hacer algu-
na referencia a los acontecimientos del pa-
sado, el profesor Hawke ha ordenado esta
presentacion de principios econdmicos de
una manera mas til para el estudiante de
Histonia. Después de una introduccion a
algunas ideas fundamentales de Econo-
mia, el libro se refiere. en capitulos sucesi-
vos, a la renta, factores de produceion, ca-
pital, determinacién de la renta, dinero.
precios relativos, economia intérnactonal,
crecimiento o desarrollo, y el papel del go-
bierno en la Economia. El dltimo capitulo
sirve para-centrar los problemas generales
de las relaciones entre Economia ¢ His-
toria.




